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Spandingshybride finite elementer

til svingningsproblemer




1. Indledning.

lemer har sandingshybridu cle-

menter vist sig at vere ct vardifuldt supplement til de sadvanlige
pian og Tong [1]. Dette skyldes

Anvendt pa statiske kontinuumsprob

flytningselemcntor, se [.cks.
dels, at det spmndingshybridc clement ofte glver ngjagtigere re-
qultater, dels at det kan vare simplere at vrlge de felter, det
spendingshybride element erx baseret pa fremfor de felter, flyt-
ningsclementet ¢r baseret pa. Medens det spandingshybride ele-
menl er baserct pd et spandingsfelt 1 elementets indre, der op-
fylder de dergeldende ligevantsbetingelser samt et flytningsfelt

pd clementets rand, or flytningselementet baseret pa et kontinuert
flytningsfelt dcelineret i hele elementet. For bade det sp®ndings-
hybride element og flytningselementet gelder, at der skal vare
“lytningskontinuitet mellem naboclementer. Da flytningselemen-
tots felter oplylder de gcometriske betingelser beteqnes flytnings-

elemenket ofte det kompatible element.

En vigtig egenskab ved flytningselementet, der simplificerer dets

anvendelse ved dynamiske problemer, exr, at dets stivhedsmatrix

det statiske som det dynamiske tilfzlde. Dot
hvorledes det spandingshybride element skal
2] forudsatter

er den samme i savel
vises i det fglgende,
opbygges for at bevare denne egenskab. Dungar m.£f1.
denne egenskab uden at eftervise den. Tabarrok's [3] spandingshy-
bride element har frekvensafhangig stivhedsmatrix. Tong m.fl.

[5] opbygger nogle hybride elementer med frekvensuafhangige stiv-~

hedsmatricer, men d

dingshybride element.

isse indeholder ikke i almindelighed det spa&n~—

Som i ovennavnte artikler benyttes i det fplgende den sadvanlige

1. ordens teori, hvor flytninger oy tpjninger regnes infinitesima-

le, og hvor ligevagtsbetingelserne opstilles ud fra det udeforme-

rede legemes geometri.
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2. Kontinuummekanisk grundlag.

Der betragtes et 3-dimensionalt legeme V med overfladen A i det
retvinklede kartesiske h¢jrekoordinatsystem RKyr Xo1 Xg. Norma-
len ny til A er rettet bort fra legemet V, se fig. 1. P& rand-
delen AT er randspandingerne T (x +t) foreskrevet, medens flyt-
ningerne u (w (L) er foreakrcvet pa resten af randen Ay I le-

gemets lndre V er belastnlngen r (x vt} foreskrevet.

T (x;.t)

g Fig. 1

Legemet deles i 2 elementer I og J af fladen AIJ med normalen

ni rettet fra I til J. Element I har volumenet V og overfladen
I’ der som A opspaltes i A u °9 A - Analogt for element J. For
at kunne undersgge v1rkn1ngen af dlverse diskontinuiteter ikke
alene mellem elementerne, men ogsa 1 elementernes indre, indf¢rés
fladen A12, som deler element I i 2 dele VI1 og VI2' Normalen n,
til Ay, er rettet fra v til Vig- Viq 09 Vi har overfladen Arq

I
henholdsvis AI2'

Kravene til kontinuitet og differentiabilitet er ikke ngdvendiqgvis

de samme hen over ATZ' hen over AIJ og 1 den ¢vrige del af legemeis

indre: VI1_+ V12 + VJ.
Legemets massefylde betegnet p = p(xi).

Pivirkningernc pd legemet antages al variere harmonic' wow biden




_.4 -
t, d.v.s.:
$i(xi't) = fi(xi)sinmt pa ﬁT (2.1)
ai(xi,t) Ui(xi)slnmt i v (2.2)
Ei(xi,L) = 0, (x;)sinwt  pa Ay (2.3)
hvor w cor den cykliske [rckvens.

7 det fg¢lgende angives amplituden af on sterrelse ofte uden argu-
ment, f£.eks. beteqgnes @i(xi) med ﬁ;, medens argumenterne x, Og t

21tid medtaqes, hvis de begge indgar, som f£.eks. i ii(xi,t).

2.1 Stationer komplementar energi.

Idet spandingstensoren betegnes Uij’ flytningsvektoren u;. 09 der
betragtes et lincrrelastisk materiale med en positiv definit kom-
plementer tgjningsenergl %Cijklcijdkl (Cijkl = Cjikl = Cklij) bli-
ver funktionalen T for variationsprincippet stationer komplemen-—

tar cnergil:

2 -
- = L -k - .
rc(oij,ui) I(‘Cijkluijokl - pw uiui)dv IuioijanA (2.4)
VI1+V12+VJ Au
med ligevzgtsbetingelserne som sidebetingelser:
= 2 o .
Uij’j+qi+pw u; =0 1V tV vy (2.5)
= i 2.

05 044 1 Vpq#V Yy (2.6)

(2)__(1) — -
(Uij L )nj = 0 pd Ay, tAgg (2.7)
Ui405 = T, pa Amq (2.8)

n{?’ er spandingerne umiddelbart op ad den tilknyttede flade pa

den side af fladen, fladenormalen peger mod. 0{%’ er de tilsva-

rende spzndinger pd den anden side af fladen.

Variationsprincippet kontrolleres ved, at dets eulerligninger skal
give resten al de fysiske, statiske og geometriske betingclser,
som ikke indgar i sidebatlingelsernc. Eulerligningerne Lremkommer

ved at kreve L. stationmr:

-




Bﬂc Dnc
&n | - - 00, . + —= dy. = 0
C Jnij 13 nui 1
for faste vardier af Uij ©g u; og alle variationer Goij og 6ui,
der er tilladelige, d.v.s. Uij + 6Gij 0g uy + Gui skal opfylde
sidcebetingelserne og ﬂ(oij + Goij, u; + Gui) skal have en endelig
vardi. Swpecielt skal éuij 5 Gui = 0 vare tilladelige.

(2.4-8) viser da, at der ikke stilles kontinuitetskrav til at til-
ladeligt flytningsfelt u;, medens et tilladeligt spandingsfelt

skal have partielle afledede (ifglge (2.5)) i VI1+VI2+V2 og opfylde
en vis form for kontinuitet hen over Aq,tAg g nemlig (2.7).

Ud fra 6nc = O fir man eulerligningerne:

e L :

Cigrak1 T Uy 4oty g) D VY4V (2.9)

u; = ouy pa A, (2.10)
2y _ (1) .

ug = g pa A12+AIJ {(2.11)

dor udggr resten af de fysiske, statiske og geometriske betin-

gelser (med t@jningerne elimineret) for det betragtede legeme ged.

2.2 Modificeret komplementar energi.

Variationsprincippet stationer komplementer energi (2.4-8) danner
grundlag for ligevagtselementet. N&r dette modificeres ved at ind-
drage ligevagtsbetingelserne for spandinger pd elementrandene i
funktionalen f&r man det funktional, hvorpd det spandingshybride
element er baseret. Altsi: spandingsrandbetingelsen (2.8) indra-
ges fuldstandigt, medens spendingskontinuitetsbetingelsen (2.7)
stadig skal g®lde hen over flader i elementernes indre, men ikke
mellem elementerne. Man f&r da f@lgende funktional for det span-

dingshybride element:

2
. L) = .. . . - % L.
"cm(cij' u;, ny) f{%cljklnljokl spwusu, }dv
VT1+VI2+VJ
I J
IA niﬂijnjdh [ ni”ijnjdA
N
I o
I - . J = ,
+I ri TidA + [ ”iTidA (2.12)

A N




oa. N . - . R S AP J J,
hvor lagrangemultiplikatorerne ny = ni(hi), xiEAI og n; = ni{hL)
xiEAJ skal opfylde:

I J .
n; Ny pa AIJ (2.13)
I = o
ny uy P& Ap, (2.14)
i d o o
Ny uj pa  Aj, (2.15)

Sidcbetingelserne til variationsprincippet med funktionalen (2.12)
er da (2.5-6), (2.13-15) samt

(2)_ (N ) .
(Oij CEE )nj =0 pd Ay, (2.16}

Lagrangemultiplikatorerne n; og nq tolkes ved at krave m__(o..,u;,n.)
i i cm' ijfriflL

stationar. Det viser sig, at:

= u, pa Ag (2.17)

= u,  pd A (2.18)

ni betegnes derfor element I's randflytninger.

Tolkningen af nf som flytninger (2.17) medfgrer, at u; og n; kan
velges afhengigt eller uafhangigt efter behag i (2.12) med tilhe-
rende sidebetingelser svarende til om (2.17-18) exr indsat i disse

eller ej.

Funktionalen (2.12) med tilhgrende sidebetingelser viser, at der
ikke stilles kontinuitetskrav til et tilladeligt flytningsfelt
Ui, at et tilladeligt randflytningsfelt Ny skal vare kontinuert
over A;y 09 endelig, at tilladeligt spandingsfelt skal have par-—
tielle afledede i V,+V,, ikke opfylde nogen kontinuitetskrav over
fladen A;;, men derimod opfylde spazndingskontinuitetsbetingelsen

pad flader i elementernes indre (ifglge (2.16)).

Fplgende form af (2.12) kan vere nyttig. Den er baseret pa, at
randflytningsfeltet ni udstrazkkes kontinuert og med partielle af-
ledede over hele element I:
o da. ., u., n.) = J(5C. ., 0.0 ‘2;-mzu.ll.
cm’ i) i i ikl ij k1l ii
VI1+V12+VJ




- 2
”i,joij + n, gy + pw uini)dV

T, dA (2.19)

J._
i Ti

+ ni fidA + f n

Arg By

3. Elementmetodeligninger.

3.1 Generelt.

Elementmetodeligningerne baseret pd et variationsprincip fremkommer

pa fglgende made:

a. I hvert element valges de felter, der ifglge variationsprin-
cippets funktional w kan variere, normalt pa nar nogle para-
metre qi (n =1, 2, .... DOFEL = degrees of fredom pr. element
og I =1, 2, ... NEL = number of elements). De valgte felter
skal vire tilladelige for vilkadrlige verdier af parametrene qﬁ,
altsa opfvlde sidebetingelserne og diverse kontinuitets- og
differentiabilitetskrav. Herved fis sadvanligvis nogle band
mellem parametrene qi. De uafhzngige parametre betegnes q_

(m =1, 2, ... DOFOS = degress of fredom of system).

b. De valgte felter indsattes i funktionalen w. Herved bliver

m en funktion af parametrene O

c. Elementmetodeligningerne fi&s nu ved at krave w(qm) stationar,

d.v.s. der fremkommer DOFOS ligninger:

AT - o m=1, 2, ... DOFOS (3.1)
qu

3.2 Hybridt element.

Det hybride element baseres pd variationsprincippet med funktionalen

(2.12) og sidebetingelserne (2.5-6), (2.13-15) og (2.16-18) .

Idet {a) betegner en sgjlevektor, [a] en matrix og de transpeone-

rede betegnes {a}T og {a]T, skrives de valgte felter 1 element T

pa formen:

{u}I [N]I{V}I ivy {(3.2)

{0}1 {nS}I +{nd}I i vV, {3.3)



[P][{{-'iI + [u1}I iv {3.4)

(o9 rm2[PS]I{V}I iv, (3.5)

hvor de frie parametre bestar af spandingsparametrene {B}I og knu-
deflytningerne [le. Spandingsbidraget [P]I{B} tilfredsstiller de
homoqine statiske betingelser ”ij,j =01V, {01}I ef en partiku-
ler l¢sning il de statiske betingelser 1 Vi Uij,j +g; = 0, me-
dens [PS]; er valgt siledes, at spandingsbidraget {v7}; er i lige-
viegt med inertikraftbidraget foradrsaget af det valgte flytnings-
felt. Ifelge afsnit (2.2) skal flytningerne ikke vare kontinuerte
i eclementets indre, men kun over elementrandene. Dette sidste
krav omformuleres til kontinuitet i knudeflvtninger ved at valge
[N}, siledes pd elementets rand, at kontinuitet af knudeflytninger
i aile knuder, der er falles for 2 elementer, medfgrer kontinuitet

af Flytninger langs hele den faxlles elementrand.
Bide her og scnere er afhangigheden af m2 angivet eksplicit.

Ud fra (3.3-5) bestemmes elementets randspandinger {T}I:
' _ ; 2
[P}I = [F]I{B}I + {P1]l + pw [FS]I{v}I (3.6)

{T}I er matrixformen af snitspandingerne T; = Uijnj' Matricerne [F]I,
{T1}I 0y [FS]I er bestemt ved normalen nj til elementets rand samt

af henholdsvis [P]I, {01}1 og [PS]I'

De valgte felter (3.2-5) indsattes i funktionalen (2.12). Herved
fas:
NEL i 2,,.T
TonProva) = E_(s{BITIHI(8); + uwP (B [HS v,
L A, T T
+ o sw {viz(Hss] (vl + ferz{H1}, + n1;

- {v}¥[G]I{B}I + {v}g({R1}I + wszTS}I)

2, T
hvor
T ..
[H]; =IV [P1 CiIP] dv (3.8)
I r
(159 =f h[v]{[cl[pslldv (3.9)
Vi T
[usblrmfv ¢ “lesiyleltrs ] av (3.10)

T



. 9 —
=/ (PITICI (01} jav (3.11)
hip =tf* (o1 T[C]{u1}1dv (3.12)
VI
T 2 T
[G]; -IA [N]I[F]IdA = | (BliIPlav (3.13)
(R1} = I (NI1T{T1) anTs | [(NI1T{F}aa (3.14)
A Prr
(R1S)y = [ uipsiTicI{at] av (3.15)
\]I
[ml; =f »pINIJINJdv (3.16)
Vi
[ms ] S pUINITIFS], + [Fs)T(N] ;) dn (3.17)

I

[G]I kan udtrykkes som volumenintegral ud fra (2.19), idet [B], i
{r]I = [B]I{v}I bestemmer flvtningsgradient- eller t@¢jningsfordelin-

qen {z.}I Svarende til randflytningsfeltet ni udstrakt over elementet.

Medens Spandingsparametrene alle er vafh#ngige er der band mellem
knudeflytningerne, idet elementerne skal h&nge sammen i knuderne
©g opfylde de geometriske randbetingelser. Dette udtrykkes ved:

{v}I = [L]I{v} I=1,2, ..., NEL (3.18)

hvor matricen [L]I angiver, hvorledes element I's knudeflytninger
bestemmes ud fra et sat vafhangige knudeflytninger {v}, nir de
geometriske randbetingelser er opfyldt i knuderne.

Nar Tem (BI,VJ kraves stationar m.h.t. {B}I fas:
Stem = S8} (IMI_{B), + w2[HS] {v}. + [H1}. - [c1%(v}.)
cm I I I I I I I I
Torudsat [H]I kan inverteres f&s heraf:
{B}. = [H]_1([C]T{v} - mZ[HS] ivi, ={H1}) {3.19)
I I T I I* I i
(3.19) indsaettes i (3.7), hvorved fas:
NEL i ) 4
ncm(vI) = - %=1(%{V}I([k]1 - m'[m:-]I - w [msa]I){le J
m 2
= {v}I({R}I + o {RS}I) + h.) (3.20) ;
hvor
_ -1 T ;
[k]I = [G]T[H]T [G]I (3.1)
[mt]; = -[m]; - [ms], + [c]I[n];]rns]I + [HS]T[Hl;i[GJ? o




[mssl, = (nSS1y - [us1T1n1] [HS)y (3.23)
(R), = (R11g + [6] 107 (1] (3.24)
(RS}, = [R181; - [us1FOHIT (81} (3.25)
hy = =hip + -',[m]}‘[u]?[m]I (3.26)

Tdet knudernc sammenkobles ife¢lge (3.18) f3s af (3.20) fe¢lgende ele-

mentmetodeligningoer:
2 4 U 2 (3.27)
([K] - w°IMT] = w [M8S1){v} = R} + w”{RS} .

hvor
NEL -
[K] T [L]I[k]IEL]I (3.28)
I=1
NEL -
§=1[L]I[mt]I[L]I (3.29)
NEL
r [u]
I=1
NEL -
r {L]1i{R} (3.31)
T=1 I T
NEL
¥ (L]
I=1

[MT]

lll
I

il

[M581 [mSS]I[L]I (3.30)

{R]

T
I

It

{RS] (R8sl (3.32}

De globale massematricer [MT] og [MSS] opbygges dbenbart pé samme mide
af de lokale massematricer [mt]I henholdsvis [mss]I, som den glo-

bale stivhedsmatrix [K] af de lokale stivhedsmatricer [k]I' Til-
svarende opbygges det dynamiske h¢jresidebidrag {RS} af de dyna-

miske hpjresidebidrag {RS}I fra de enkelte elementer som {R} af

1
(R}

Til sammenligning anf¢res elementmetodeligningerne for det statiske

tilfzlde ([K] og {R} som i (3.27)):
[K}{v} = {R}] (3.33)

og at flytningselementet bascret pa {3.2) ville have medfert ele-

mentmetodeligninger af formen

(1K1 - w2IMD) TV} = (R} (3.34)




hvor [M] cr opbyqget af [m] (se (3.16)) som [K] af[k] Den glo-
bale stivhedsmatrix [K .1 og hwjrcsldLn {Rf} for rlytnlnqsclementct
afviger sedvenligvis fra (K] og [R] svarende til det spandinqgshy-

bride element.

Leddenc mzt[M] - [MT]){V},n4[MSS][v3 og mz{RS} synes derfor at
vaere cn art korrektionsled, nar man sammenligner kompatible og

spandingshybride elementer.

4. Inkonsistente clementer.

Ved et konsistent element forstas et element baseret pd et varia-
tionsprincip. Szdvenligvis sgger man at opstille konsistente ecle-
menter, idet l¢sninger bascret pa disse konvergerer mod den kor-
rekte lgsning med finere elementinddeling, nir man overholder vissc
regler ved valget af felterne i elementet, se f.eks. Strang og

Fix [4]. 1Inkonsistente elementer kan dog have samme egenskab,
f.eks. nar de er opnaet ved at bortkaste led i funktionalen, som
forsvinder, nAar elementstgrrelsen gar mod nul. S&danne inkongi-

stente elementer undersgges i dette afsnit.

De félgende argumenter negligerer singularitetsproblemer.

For at beregne Tem 1fglge (2.19) med en fejl der gar mod nul, er
det abenbart blot ngdvendigt at kende fglgende af de ubekendte
st@rrelser i et enkelt punkt af hvert element, f.eks. i dets tyng-

depunkt, nemlig Gij’ u,

i ©g n;, samt ny i et punkt pi element-

j"lj
randen AIT'
Nar dette pPrincip udnyttes i forbindelse med de valgte felter
(3.2-5), forsvinder [HS] [HSS] og {R1g}, idet [PS} uden tab

af generalitet valges tll nul 1 1ntegratlonqounktht (Konstanterne
i [PS] kan velges vilkarligt, idet [PS]I kun indgar differenteret
i ligevagtsbetingelserne, se (3.5) med kommentarer). Herved Eas
[mt] = —[m] - [ms] der, safremt U; er kontinuert og har par-
tlelle aflodede i VI og er lig n; DA AI' vderligere reduceres til
mfj = [m] {ses af (2.19), 1det man nu kan velqe hy = uy i VI}.
iM85) og {RS} i (3.27) repriesenterer altss tilirysled, der kan med-

tages uafhengigt af hinanden efter forgodtbefindende. L RaliBNalt




det tilladt, i stedet for [MT] i (3.27), at bruge massematricen

[M] svarende til det kompatible element, hvis flytningsfelt pa ele-
mentets rand er identisk med det spandingshybride elements rand-
flytningsfelt.

5. Cksempler.

Det spandingshybride clement udviklet i afsnit 3 anvendes til at
bestemme den laveste egenfrekvens for en homogen stang, fri i den

ene onde og fastholdt i den anden, se Fig. 2.

4[(
9 1 N fig. 2

1 2 N

Stangen inddeles i N elementer af langden h. Stangens tversnits-

areal beteynes T og dens elasticitetsmodul E. Som fysisk betin-

gelse anvendes Oy = ngx' Den eksakte vardi for den laveste
eqgenfrekvens er da
2
w® = I E2 (5.1)
pL

Der undersgges 3 elementer ST1, ST2 og ST3. Den statiske del af

spendingsfeltet er for alle 3 elementer bestemt ved:
[Pl = 1 (5.2)

Den dynamiske del af spandingsfeltet er bestemt af flytningsfeltet.
Flytningsfelterne er forskellige for de 3 elementer selvom knude-
flytningerne {v}? = {v, v2} er de samme, nemlig flytningerne af ele-

mentenderne i x-retningen, se fig. 3.

L h/2 , hI2
1 A .
——p O =) = - X
v'l —_— e X V2
0 Fig.3
Flytningsfelter:

H

|
=2
A
8]
—

ey
ol

5T1: [N]T =( [1 0] X 3
(4 41 -2
« gt

b
u




= i o

—
-
1A
2

(5.4)

I
I
| IPA

%—:—*ww NI O
N
f o

5T2: [N]I [1 0] ~5
[0 1] 0

A
1A

(5.5)

(% fa g

ST3: INIp = [5-F k4 &

o

ST1: V1i T

ST 2:
vdjW
r‘
;T il T 2=
ot |
' Fig. 4

Flytningsfelterne er tilladelige, da der ikke kraves kontinuitet
m.h.t. x. Det skal dog vare muligt for de valgte flytningsfelter
at konvergere mod et kontinuert flytningsfelt, nér elementstgrrelsen
gdr mod nul, da det virkelige flytningsfelt faktisk er kontinuert.
Flytningsfelterne i ST1 0g ST2 har denne egenskab, medens konti-

| <
N
=

nuiteten pd& forhdnd er opfyldt i sT3.

Elementerne er anvendt dels med dels uden tillagsmassetricen [M55],
se (3.27). Det sidstnavnte giver ifglge afsnit 4 Stadig konverge-

rende l@¢sninger.

P& fig. 5 er fejlen pd de egenfrekvenser, der er bestemt ved hjzlp
af elementerne ST1, ST2 0g ST3 afbildet som funktion af antallet
af elementer, der er omvendt proportional med elementstgrrelsen h.
Da punkterne (evt. bortset fra de groveste elementinddelinger)
omtrent ligger pd rette linier i den valgte dobbeltlogaritmiske
afbildning, kan fejlen Aw Pd frekvensen w skrives pa formen

Aw = chP (5.6)

hvor p (konvergenshastigheden) bestemmer liniens heldning, medens
¢ (begyndelsesfeijlen) bestemmer, hvor hejt i diagrammet linien er

placeret.

Fig. 5 viser i @vrigt, at ST3 med tillegsmasse har en konvergens-
hastighed p3d ca. 4, medens alle de gvrige elementer har en kon-




’
vergenshastighed pd ca. 2. Disse konvergenshastigheder er tcore-

it isk korrekte, som det fremgar af afsnit 6.

6. Konvergens. .

Af hensyn til vurderingen af et givet element eller i forbindelse
med udvikling af nye elementer er teoretiske kriterier for konver-

genseqgenskaberne naturligvis et sterkt besparende hjelpemiddel.

For flytningselementer er konvergensegenskaberne velkendte, se
f.cks. Strang og Fix [4], medens det ikke er tilfaldet for de her

underspgte spandingshybride elementer.

Den i det fplgende anvendte metode til bestemmelse af konvergens-—

hastigheden for fejlen pa egenfrekvensen er besvarlig og ikke szr-
lig generel. Derfor angives der ogsad et udtryk for fejlen pa egen-—
frekvensen, der ud fra ubeviste antagelser, som dog synes rimelige,

giver en simpel bestemmelse af konvergenshastigheden.

6.1- Teoretisk konvergenshastighed.

Stivhedsmatricen [k]I’ massematricen [mt]I og tillagsmassematricen

[mss]I for elementet ST1 er:

I et _ EF
[kh-—*L1 1|+ hvor £ =+ (6.1)
o |1 1] _ pFh
[mt]I— ‘t[; 1l # hvor ft = =5 (6.2)
2.3
- kR | _ p“n°F
[mL-,'z.]I--_S[-.I 1] hvor fs = 385 (6.3)

Elementmetodeligningerne (3.27) kan da skrives pa formen:

o204 e
£ V-1 + zvj vj+1) (w™f, + w fs)(vj_1 + 2vj + Vﬁ+1) 0 (6.

hvor 3 =0, 1, 2 ... N-1, Vj er flytningen af knude i, V_q T vy
og vy < 0.

Lésningen til (6.4) har formens:

= O Me Ll jT‘ Y
vj c cos 5y (b.5)
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hvor ¢ er en konstant. Nar {(6.5) indsattes i (6.4) fAsg-
f1 sin2a - (m2f2 + m4f3)c052a = 0 (6.6)
w

med o = - Af (6.6) fis:

20
g + 0(h?) (6.7)
4nL

2

() =

Nar m2 ifplge (6.7) Sammenlignes med det eksakte udtryk (5.1), ger
man, at fejlen pa m2 = O(hz), d.v.s.:

Aw = 0(h2) (6.8)

Udelades tillagsmassen, d.v.s. f3 Settes lig nul, f&s ligeledes
resultatet (6.8).

(w )2. Forskellen mellem den eksakte 09 elementlgs-
. 2
ningen betegnes Acij, Aui, Ani, AMw®), d.v.s. .. - o, .

Acij O0.5.v.

Af udtrykkene {3.27) og (3.20) ses, at for fri svingninger er:
h h h h,2
'ﬂcm (Uijl ui’ ni: .(UJ ) } =0 (6.9)
hvoraf felger:

2
“cm("ij' Uir Njr w7) =0 {6.10)

Af (6.10) °g (2.12) f3s:

T A{,

h)2
em’ijf

u, N., (w

2
ir Ny ) = EIVI%pAm uiuidV (6.11)

I venstre side af (6.11) indfgres elementlwsningen 0g forskellene
mellem denne 9 den eksakte. (6.11) qiver da:




h, 2 h h h, h,2
IV%DA(mz)uiuidV n (Oh., u?, n?,(m‘) y o+ ncm(AGij’ Aui, Anijm 7)Y

h

h,2 h
VI(Cijkl“ijAnkl )

uiAui)dv

+ =(f - plw

I
I,h I h
A n. 6.11:
IAI(ni) Aoy g0y ¥ ninijnj)dh) ( a)

Clementmetodeligningerne er fremkommet ved, at (2.12) er kravet sta-

ioner under hensyntagen til sidebetingelserne d.v.s.

h
é(IVI(Ciﬁkloijﬁokl
I.h,
+ [, tn]) 6Gij
I
hvor for T = 1, 2 ..., NEL:

- p(mh)zugﬁui)dv

T h
= 6.12
nj + 6nioijnf)dA) 0 ( 12}

3 h, 2 - . 6
6Oij,j + plw )“6u; =0 i Vg (6.13)
RO, . = 80, . i v (6.14)
Ny J1 I
(2} _ ..M _ .
{6oij 6054 )nj 0] pi A, (6.15)
I . o
&ny = duy pd A (6.16)}

Hvis Agij’ Auag, Ani opfylder betingelser af formen (6.13-16}, kan
(6.12) abenbart bruges til at fjerne det led i (6.1%), der opstar

ved summering over I. (6.13) giver imidlertid vanskeligheder.
Af (2.5) fas:
2 -
Oij,j + pwu, = o

h

h,2. h _
Uij,j + plw ) u; = 0

hvoraf
h, 2 S -
A”ij + plw ) 7Au, + ph (w )ui 0 (6.17)

Da (6.17) og (6.13) ikke har samme form, kan Auij, Aui, Ani ikke
opfattes som variationer Bﬁij, 6ui, 6ni. I stedet for Aui i VI
indfg¢res Au; 1 Vg bestemt ved:
* u.
fu. = fu, - S ﬂ(mz) iV (L. 18)

i i {mh)Z 1

N&r (6.18) indsettes b (6.17) o9 (6.111) fas henholdsvis:




-~ 17
“h,2 , %
I‘ij 4 ﬂ(h) ) ‘Ui =0 (6-19)
oy, idet (6.9) er anvendt:
fvlwﬂ(wz’”i“idv -

h . h  nh, h.2 h o h2h,

ncm(n;ij,mui,Aui,(m )Y o+ i(IVI{Cijkl”ijAnkl plw ) uifugav
I.h I h h 2

+ jAI((ni) Agijnj + Anioijq?dA)+ %vapuiuiA(m )dV ({6.20)

*
Da (6.19) har formen (6.13) kan ﬁc;j, Aui, ﬂni opfattes som varia-
tioner 6”1j' ﬁui, ﬁni, d.v.s. (6.12) reducerer {6.20) tiil

2 h h h h,?2 h,, 2
fv%pﬁ(m )uiuidv = Wcm(Aoij, Auy, Ang, (w)) + fvpuiuiA(w yav
hvoraf
2 "cm(A”?" Aug. anf, wh?
AMw®) = = = (6.21)

Jv%puiuidv - jvpuiﬂuidv
Hvisg elementl@gsningen ikke er meget dérlig, kan andet led i nevne-~
ren i {6.21) negligeres. Indfgres (2.19) i tazlleren fas

5 h,2 h, 2 , Aqr
" _ - T
EIVI*CijklAcijAle Yp(w) Aug Auy Ani’jAUij+p(m ) Au,intd

2
Aw®) =
JV%puiuidV

(6.22)

For flytningselementer gelder f@lgende, se Strang og Fix [4]:

Fejlen p& elementl@sningens flytninger er m.h.t. elementlangden h

af samme stgdrrelsesorden som fejlen pd de interpolerede flytninger,
d.v.s. de flytninger, der fais ved at interpolere den eksakte lgsnings
knudeflytninger med det valgte flytningsfelt.

For det spendingshybride element antages samme princip gyldigt, ikke
alene for flytningerne, men ogsa for sSpandingerne.

(6.22) kan da udnvttes ti)] bestemmalse af konvergenshastithdcn for

MLy = konvergenshastigheden for A(mz).
ST1 med tillegsmassce:

Da Uy er stykkevis konstant, er fejlen pa u, o~ h, hvoraf falgor
(ved integration af (2.5)), at fejlen pA O ™ hz. P n

knuderne, er fejlen pa N, ~h, div.s. rejien pa My o ™ 1o (5.8)

[




giver da M ~ h
ST2 med Lillagsmasse: som ST1.

ST3 med tillegsmasse:

Fejl pu u, o~ h2 = fejl pa Doy ™ h3, d.v.s. Am ~ h4.

Nar tillmgsmassen ikke medtages, synes det vanskeligere at fore-

tage en vurdering. Det skal ikke forsgges her.

Fremgangsmaden baseret pa (6.22) synes altsd brugbar omend et be-
vis for den forudsatte fejl pa elementlgsningen ogj, u?, n?

mangler.

7. Konklusion.

-

Der er udviklet et nyt spandingshybridt element til harmonisk pa—

virkede konstruktioner. 3 forskellige udgaver af elementet er an-
vendt til at bestemme den laveste egenfrekvens af en stang. Kon-
vergenshastigheden af de fundne egenfrekvenser er vist at vare !

overcnsstemmelse med teoretiske betragtninger.

§umerx.

The stress hybrid finite element of Pian is extended from static
to vibration problems without changing the stiffness matrix. 3

types of this element are used to determine the first eigenvalue
of a bar. The convergence rate of those eigenvalues is shown to

be in accordance with a theoretical analysis.
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