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ABSTRACT

Rapporten prasenterer resultaterne af en teoretisk undersggel-
se af konstitutive ligninger med specielt henblik p& anvendel-
ser i forbindelse med betonmaterialer.

Undersggelsen er foretaget pd et kontinuummekanisk grundlag,
og der er derfor indledt med en kort gennemgang af de generel-
le krav, som denne teori stiller til konstitutive ligninger,
samt. en omtale af de ekstrakrav, som man mi stille til de 2
materialegrupper, som udggres af de idealelastiske og hyper-
elastiske materialer. Endvidere er visse fordele og ulemper
ved materialemodeller baseret pd henholdsvis elastiske og pla-
stiske betragtningsmider belyst.

Et betonmateriales konstitutive ligninger er forskellige
ved belastning og aflastning pd grund af dissipation af tgj-
ningsenergi. I Kapitel 4 foreslds de konstitutive ligninger
ved belastning galdende for generelle spandingstilstande givet
ved en 2.ordens tilnarmelse til de konstitutive ligninger for
et hyperelastisk materiale, idet opfgrslen af den linezrela-
stisk-plastiske beton under stigende belastning ikke kan skel-
nes fra opfgrslen af et ikke-lineart hyperelastisk materiale.

Til beskrivelse af aflastningen er opstillet en modificeret
udgave af den lineare Hooke's lov gzldende for generelle span-
dingstilstande, idet kun de elastiske tgjninger andres ved af-
lastning. Endvidere foresl&s den hyperelastiske tgjnings-
energifunktion anvendt som aflastningskriteriefunktion. En
stigning henholdsvis et fald i funktionsvardien ved en given
tpiningsendring svarer til en yderligere belastning henholds-—
vis en aflastning.

Afslutningsvis er der omtalt et par af de mest realistiske,
publicerede brudbetingelser for beton gazldende for generelle
spandingstilstande.
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1. INDLEDNING

Behovet for udvikling af generelle konstitutive ligninger for
beton er af stor betydning for analysen af komplekse, armerede
betonkonstruktioner. Isar den ggede anvendelse af triaksialt
belastede betonkonstruktioner som f.eks. forspandte reaktor-
tanke og reaktorindeslutninger, damninger og off-shore kon-
struktioner har gget betydningen af at f& -siddanne generelle
ligninger formuleret.

Den virkelige opfersel af et betonmateriale er uhyre kompli-
ceret, og enhver matematisk model til simulation af denne op-
fgrsel ma derfor anvende betydelige idealisationer. I denne
rapport betragtes betonen som et homogent og isotropt konti-

nuum, hvilket vil sige, at der er tale om en teori pa et makro-
skopisk, fznomenologisk niveau.

P4 dette grundlag fremszttes der et forslag til en 2.ordens
tilnermelse til de generelle konstitutive ligninger for beton.
Der tages endvidere hensyn til disse ligningers irreversible
karakter, som skyldes tgjningsenergidissipationen, ved at op-
stille et sat konstitutive ligninger for aflastning baseret pia
den linezre Hooke's lov.

I forbindelse med de konstitutive ligninger exr det ngdven-
digt at anvende en brudbetingelse til afgransning af det fysisk
realisable spandingsomrdde. En kortfattet diskussion af et
par af de mest lovende brudbetingelser for beton galdende for
generelle spandingstilstande er derfor medtaget.




2. TEORIEN FOR KONSTITUTIVE LIGNINGER

2.1 Konstitutive ligninger generelt

Den generelle teori for konstitutive ligninger er i det vasent-
lige udviklet inden for de sidste 25 &r, hvor det iszr har va-
ret forskere som Rivlin, Truesdell, Green, Noll, Ericksen o.a.,
der har bidraget til de store landvindinger.

Et af de vasentligste resultater af denne forskning har va-
ret opstillingen af en razkke generelle principper og betingel-
ser, som mi kraves opfyldt for alle konstitutive ligninger.
Her skal konstitutive ligninger opfattes i bredest mulige for-
stand, nemlig som en responsrelation mellem to eller flere va-
riable, som foruden spandings- og tginingsstgrrelser kan inklu-
dere termodynamiske, elektromagnetiske og kemiske sterrelser.

I [Truesdell.l1-66] og [Eringen.2-62] er der givet en udmar-
ket beskrivelse af en rzkke af de vasentligste betingelser. Med
henvisning til disse referencer vil der her kun blive givet en
oversigt over disse betingelser, som kan opdeles pid fglgende

made:

1. Udelukkelsesprincipper

2. Betingelser for koordinatinvarians
3. Betingelser for rumlig invarians
4. Betingelser for materiel invarians
5. Dimensionsinvarians

6. Konsistensbetingelser

1. Udelukkelsesprincipper. Disse principper tjener til at ude

lukke visse variable eller definitionsomrider for variable,
som ikke kan optrade i nogen konstitutiv ligning. En sidan
indkredsning er npdvendig, idet de generelle regler til ud-
velgelse af konstitutive variable naturligvis ikke kan defi-
nere det totale szt af variable - og langt mindre disse
stgrrelsers indbyrdes funktionale sammenhznge.

Af udelukkelsesprincipperne er isar det deterministiske
princip, som kan opfattes som en sammensatning af et arve-
ligheds- og et omegnsprincip, velkendt. Dette princip ud-
siger, at opfgrslen af et materielt punkt XK til tiden t




er bestemt af den forlgbne bevagelseshistorie for en arbi-
trazr lille omegn af xX |

Af andre af denne type af principper kan man bl.a. navne
det elektromagnetiske tilstandsprincip, som omtaler indfly-
delsen af historien af det elektromagnetiske felt forud for
tiden t .

2. Betingelser for koordipatinvarians. Koordinatinvarians kra-

ver, at de konstitutive funktioner er absolutte tensorpunkts-
funktioner af deres variable. S&danne funktioner er invari-
ante over for koordinattransformationer og kan opnids ved at
skrive ligningerne pa tensorform. :

3. Betingelser for rumlig invarians. Disse betingelser beteg-

nes ogsi objektivitetsprincippet og udsiger, at de konsti-
tutive ligninger er invariante over for stiftlegemebevagel-
ser af de rumlige koordinater.

4, Betingelser for materiel invarians. (eller materiel isomor-

£i). Konstitutive ligninger, som er invariante med hensyn
til en gruppe af transformationer af de materielle koordi-
nater, der er en undergruppe af en fuld ortogonal gruppe,
siges at have en materiel symmetri kgrakteriseret ved under-

gruppen.

%. Dimensionsinvarians. De konstitutive ligninger afhanger af

antallet af dimensionsmessigt invariante moduli eller mate-
rielle konstanter. Denne afhangighed kan dog ikke fastlag-
ges uden kendskab til den funktionale form af ligningerne.

6. Konsistensbetingelser. Alle konstitutive ligninger skal ve-

re konsistente med de grundlaggende principper om masse, be-

vagelsesmengde, energi og elektromagnetisme.

Det fremgir af de seks punkter, at der er tale om meget gene-=
relle betingelser, hvilket de i sagens natur m& vere, da de
skal kunne inkludere alle tankelige konstitutive ligninger. En




mere specifik undersggelse kan, som det er tilfzldet i Afsnit
2.2, gennemfgres ved at begraznse antallet af konstitutive vari-
able, hvorved man far afgranset en klasse af materialer.

2.2 TIdeal- og hyper-elasticitet

En vigtig klasse af materialer udggres af de ideal-elastiske
materialerx, som er karakteriseret ved, at spandingstilstanden
udelukkende afhznger af den g¢jeblikkelige deformationstilstand.
Ronstitutive variable, som beskriver indflydelsen af belast-
ningshistorien, elektromagnetiske, kemiske eller termiske fano-
mener,kan derfor ikke indgad i disse konstitutive ligninger. En
vigtig egenskab ved de ideal-elastiske materialer, som ogsi
kaldes de Cauchy-elastiske materialer, er eksistensen af en "na-
turlig" eller spandingslgs tilstand, som materialet indtager,
nar de ydre krafter fjernes.

En undergruppe af de Cauchy-elastiske materialer er de hy=-
per—elastiske eller Green-elastiske materialer, som er karak-
teriseret ved, at der eksisterer en t#jningsenergifunktieon, som
endvidere skal vare positiv definit. Eksistensen af en sadan
tpjiningsenergifunktion er i [Caprioli.3=55] vist at vare en
konsekvens af fglgende to antagelser:

1. Spzndingerne er en funktion af t@gjningstensoren
alene.

2. Det ng¢dvendige arbejde til at deformere materia-
let fra den spandingslgse tilstand til enhver an-
den tilstand er ikke-negativt.

For de. hyper-elastiske materialer er opgaven derfor reduce-
ret til at bestemme en skalarfunktions funktionale sammensat-
ning, idet spandingstensoren fis ved differentiation af tg¢j-
ningsenergifunktionen med hensyn til elementerne i den tilhg-
rende tgjningstensor. Da en positiv definit tgjningsenergi-
funktion kun eksisterer for et Cauchy-materiale, som samtidig
er hyper-elastisk, m& man i stedet for tginingsenergien benyt-
te den direkte sammenhang mellem spandings— og tgjningstenso-




rerne som de grundlaggende ligninger for denne type af materi-
aler.

Forskellen mellem de to typer kommer bl.a. til udtryk ved
anvendelse af teorien for infinitesimale deformationer, hvor et
Cauchy-materiale i det generelle tilfalde kraver bestermelse af
36 uafhengige, elastiske konstanter, medens et hyper-elastisk
materiale kun krazver 21 konstanter svarende til symmetri af re-

sponstensoren Dl:’kl
Dijkl — Dklij (2.1
0ij, _ Dljkl (2.2)

5]

D:"Jkl indeholder 81 elastiske konstanter , men da bade span-
dingstensoren gtd og tgjningstensoren g, er symmetriske,
kan dexr hgjst vere 36 forskellige konstanter, som ved anven-

delse af (2.1) yderligere reduceres til 21 .

2.3 T¢jningsénergifunktionen

I dette afsnit betragtes kun hyper-elastiske materialer, idet
der - som navnt i Afsnit 2.2 - kun for disse eksisterer en toj-
ningsenergifunktion. I denne funktion I kan der hgjst indgd
de i (2.3) angivne variable, idet disse omfattexr samtlige va-

riable med tilknytning til problemet.

p= o, o5, o, oigg, 55K/ ax%) (2.3)

XK angiver de materielle koordinater, xk de rumlige koordi-
nater, p er massefylden iden deformerede tilstand, QK er
den kovariante, materielle basis i referencetilstanden eller
den spandingslgse tilstand, og axk/aXK er de rumlige flyt-
ningsgradienter med hensyn til de materielle koordinater. Ik

er en mikset metrisk tensor:




hvor gk er den kontravariante, rumlige referencebasis. En
eventuel afhangighed af gi skyldes, at de rumlige og materi-
elle koordinater udge¢r et 2-punkts-tensorfelt.

Ved benyttelse af de i Afsnit 2.1 angivne betingelser og
Cauchy's teorem om invariantfunktioner af vektorsystemer (se
Appendix B) kan (2.3) reduceres til:

=305, g, 1

X’ IT_, III ) . (2.5)

c’

hvor I IIc og IIIc er de tre invarianter for Green's defor-

’
mationszensor.

Da der eksisterer entydige sammenhange mellem de forskellige
tensorer til beskrivelse af deformationstilstanden, kan t¢j-
ningsenergifunktionen angives som en funktion af enhver af dis-

se tensorers invarianter. Af mulige tensorer kan man f.eks.

navne Green's deformationstensor CKL , Cauchy's deformations-
tensor ¢y, . Lagrange's tgjningstensor Ep, o©g Cauchy's tgi-
ningstensor ey - Da en transformation imellem disse altider

mulig, vil den miksede Lagrange'ske t@gjningstensor EE blive
benyttet i det fglgende pa grund af visse matematiske fordele,
som er forbundet hermed. Udtrykket (2.5) kan med denne stgr-

relse indsat skrives:

= 0x%, e, 1, II

K E B IIIE) ’ (2.6)

hvor IE’ IT_, og III

E

B er den Lagrange'ske tgjningstensors in-

varianter.

Af (2.6) fremgir det, at tgjningsenergien afhaznger af de ma-
terielle koordinater XK . Energifordelingen er derfor ikke
javn, oy materialet siges at vare inhomogent. Hvis fordelingen
derimod er javn, betegnes materialet homogent, og den tilhgren-
de tgjningsenergifunktion vil vare uafhengig af de materielle
koordinater. Af (2.6) ses det endvidere, at energifunktionen




afhaenger af den materielle basis EK" En sadan afh@ngighed

betyder, at téiningsenergien er forskellig for forskellige de-
formationsretninger, og materialet betegnes derfor anisotropt.
Sk
terialer.

kan derfor ikke optrade i energifunktionen for isotrope ma-

Det er nu muligt at opskrive tgjningsenergifunktionen for et
homogent, isotropt og hyper-elastisk materiale, idet denne ude-
iukkende afhznger af invarianterne for den valgte tgjningsten-—
sor. Man fér

z =12(1E, 11,5, IIy) (2.

£n bestemmelse af den funktionale sammensatning af denne
energifunktion er dog stadigvak en umédelig og h&blgs opgave for
selv de simpleste materialer. Man er derfor henvist til pa
forskellig made at s¢ge tilnzrmede lgsninger til problemet. En
gadan lgsning med specielt sigte pd betonmaterialer vil blive
foresléet i Kapitel 4.




3. METODER TIL OPBYGNING AF 3-DIMENSIONALE KONSTITUTIVE LIGNIN-
GER FOR BETON

De fleste undersggelser af betonkonstruktioner begranser sig
til problemer, hvor brugen af 1-aksede spandings-tgjningsrela-
tioner er tilstrakkelige. En sammenfatning og diskussion af
forskellige, foresldede 1-aksede relationer er foretaget i
[8argin.6=71] og [Popovics.7-70]. For visse, is®r nyere typer
af konstruktioner - f.eks. reaktortanke og off-shore konstruk-
tioner - er behovet for udvikling af 3~dimensionale konstitu-
tive ligninger for betonmaterialer betydeligt, idet en beher-
skelse ogsi af de komplekse spandingstilstande kan vare af af-
ggrende betydning for disse konstruktioner.

3.1 Den "elastiske" model

Sk¢nt beton hverken er et kontinuum eller et elastisk-plastisk
materiale, er en siddan betragtningsmidde stadig den eneste ra-—
tionelle. P& et makroskopisk, fanomenologisk niveau betragtes
betonen derfor som et homogent og isotropt kontinuum med visse
plastiske egenskaber, som skyldes de deformationer, der er for-
bundet med mikrorevnedannelser. P& samme made som metallers
plastiske deformationer er disse deformationer irreversible,
idet der ved revnedannelse sker en dissipation af den tilhgren-
de t¢jningsenergi. De resulterende deformationer bestidr derfor
af bade elastiske og plastiske bidrag.

Hvis man betragter et belastningsforlgb med udelukkende vok-
sende belastning og dermed voksende deformationer, er det ikke
muligt at afge¢re, om betonen er elastisk-plastisk eller ikke
-linearelastisk med elastiske deformationer svarende til de to-
tale deformationer. Det er derfor en tilladelig fremgangsmide
at opstille et betonmateriales konstitutive ligninger for fgr-
stegangsbelastning pa grundlag af tgjningsenergifunktionen for
et hyperelastisk materiale. Ved aflastning anvendes den line-
2re, generaliserede Hooke's lov.
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3.2 Plastiske modeller

Disse modeller kan opbygges pd basis af to forskellige typer af
teorier - total- og incrementaltpiningsteorierne - , som begge
principielt giver en generalisation af den 1~-aksede spandings-—
tilstand ved hj=lp af en flydefunktion, se [Hencky.3-24], [Mal-

vern.9-69] og [Chen.10-73}.
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Flydefunktionen ¢ skal her opfattes somet szt af funktioner
eller flader i spandingsrummet. Disse flader, som betegnes be-
lastningsflader, kan variere mellem en initial diskontinuitets-
flade [Newman,12-68] og en brudflade. For et materiale med
isotrop t¢iningshardning er disse flader affine, se fig.3.2,
medens de for det klassiske linezrelastisk-stiftplastiske mate-

riale er sammenfaldende.

Initial
Diskontinuitets
Kurve

Brud
Kurve

Belastnings
Kurver

Fig.3.2: TInitial diskontinnitets-, belastnings-
og brudkurver i det biaxiale hoved-
spendingsrum
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For materialer med. isotrop tgjningshardning afhanger belast-
ningsfladerne kun af &n parameter, som bestemmes ud fra flader-
nes skaring med arbejdskurven for den 1-aksede spandingstil-
stand. Idet der henvises til fig.3.1, indeholder diskontinui-
tets— og brudfladerne henholdsvis punkterne A og B , medens
de mellemliggende belastningsflader indeholder punkter fra det
dbne intexval ACB .

T incrementaltgjningsteorierne kan de konstitutive lignin-
ger eller fysiske b?tingelser, som bestemmer de plastiske tgj-

B

ningstilvakster deij , udtrykkes ved hjalp af plasticitets-

teoriens normalitetsbetingelse [Drucker.13=511:

aclpP) = ) 2@ (3.1)

ij aoi,j

Totaltgjningsteorierne benytter ofte den samme betingelse blot

med de totale plastiske tgjninger eig) indsat:

(p) 3y
Y = A =i 3.2
Elj ag*J ( )

T de sidstnavnte teorier benyttes ogsi andre typer af fysiske
betingelser eller flydelove,-se f.eks. [Hencky.8-24]:

(p) = [
€53 ¥ %33 , (3.3)

hvor ¢ er en invariantfunktion, og Gij er Cauchy's devia-
tionsspendingstensor.

3.3 Diskussion af modellexne

Den vasentligste forskel pd total- og incrementalmetoderne er,
at incrementalteorierne medtager indflydelsen af denplastiske
tgjningshistorie, medens dette ikke er muligt ved totalteori-
erne. Der kan derfor ved komplicerede belastningshistorier,
hvilket vil sige store afvigelser fra proportional belastning,
opstd divergenser mellem de to teorier. I [Greenberg.14-60]
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og [Miller.15467] exr der dog ved numeriske beregninger vist
ngje overensstemmelse mellem de to teorier selv ved store afvi-
gelser fra proportional belastning.

En ulempe ved incrementalmetoden er, at den resulterer i me-
get komplicerede og uhdndterlige ligninger, som dog udmarket
kan behandles numerisk f.eks. i forbindelse med elementmetoden.
Det er endvidere en ulempe ved begge de plastiske metoder, at
man kun kan fastlegge materialets karakteristika ved hjzlp af
arbejdskurven for den 1-aksede spandingstilstand, medens den
#vrige del fastlaegges af flydefunktionen i forbindelse med en
matematisk bekvem hardningsantagelse - isotrop, kinematisk el.
lign.

Det er pd denne baggrund, at den "elastiske" model foreslis
som et alternativ, idet denne giver simple analytiske udtryk
for de konstitutive ligningexr udelukkende pd grundlag af de giv-
ne materialekarakteristika.
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4, FORSLAG TIL EN 2_.ORDENS TILNERMELSE TIL DE KONSTITUTIVE
LYIGNINGER FOR BETON

I dette kapitel vil der blive udviklet en tilnzrmet lgsning til
de konstitutive ligninger for beton pa grundlag af tg¢jnings-
energifunktionen for et homogent, isotropt og hyper-elastisk
materiale. Denne lgsning er kun galdende for voksende belast-
ning, idet tg@jningsenergidissipationen medfgrer, at de konsti-
tutive ligninger er irreversible. Aflastningen m& derfor be-
skrives ved et andet st ligninger, som normalt vil vare den
linezre Hooke's lov.

Beskrivelsen omfatter kun gentagne belastninger og aflast-
ninger, hvis disse kan ske uden plastiske deformationer, me-
dens f@rstegangsbelastning og aflastning kan behandles uden
denne indskrankning.

De forskellige trin i opstillingen af den navnte, tilnarmede
lgsning er opdelt i punkter svarende til dette kapitels afsnit.

4.1 De konstitutive ligningers form

I kapitel 2 blev der vist, at tgjningsenergifunktionen kun af-
haenger af invarianterne for den valgte tgjningstensor. Man kan
derfor forholdsvis simpelt ud fra denne invariantfunktion frem-—
stille forskellige udformninger af de konstitutive ligninger
afhangig af hvilke spandings- og tgjningstensorer, man gnsker
at benytte, se Appendix C.

En af de simpleste og mest anvendelige udformninger fir man
ved at benytte Kelvin-Cosserat's form:

K- 281 (4.1)

som udtrykker sammenhzngen mellem Piola-Kirchhoff's spandings-—
tensor Ti , se Appendix A, og Lagrange's tgjningstensor EE .
Man ser, at problemerne med den matematiske beskrivelse exr
lgst for denne simple type af materialer. Det mere specifikke
problem, som bestir i en fuldstandig opstilling af t¢jnings-
energifunktionen for et givet materiale, er derimod kun lpst

for ganske f£3 materialer.
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4.2 Rekkeudvikling af de konstitutive ligninger

En korrekt bestemmelse af tpjningsenergifunktionens funktionale
sammensatning er - som tidligere navnt - en hiblgs opgave, og
man er derfor henvist til at s¢ge tilnarmede lgsninger til pro-
blemet. Dette kan f.eks. ggres som vist i Appendix D eller
endnu simplere her ved en direkte rakkeudvikling.

Idet det antages, at tgjningsenergifunktionen (2.7) er en
analytisk funktion i tpjningsinvarianterne, kan en rakkeudvik-
ling i disse invarianter til vilkarlig hg¢j grad foretages ud
fra den spazndingslgse tilstand. Idet den Lagrange'ske tgjnings-

tensor benyttes, fir man:

_ 2
E(IE, IIE, IIE) = a0-+a1IE-+aZIE-+aBIIE

I_II . +a, . III_ + ..... (4.2)

3
+aI+a5EE 6 =

47E

I (4.2) er leddene til og med 3.orden opskrevet. Hvis man
udelader disse 3.ordens led og udtrykker de resterende konstan-
ter - EN til as - ved brug af Lamé-konstanterne - AE o9 hg ¢

a. = a

0 0
a = a
1 E ' (4.3)
a, = (XE-+2uE)/2 .
a3 = ~2ug
far man:
- 1 2 _
Z(IE,IIE,IIIE) = a0+aEIEV+-2-()\E+2u)IE 21.JEIIE (4.4)

Ved indsattelse af (4.4) i (4.1) og benyttelse af Appendix E
f&s, idet referencetilstanden antages spandingslgs (aE==D):

K

L (4.5)

_ K
TL = AEIE 6L + ZUE E
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Dette udtryk genkendes som Hooke's lov for store flytningef og
t@jninger. Denne formel giver en linear sammenhzng mellem
spzndinger og t¢gjninger, som for mange materialer - f.eks. ar-
meringsstil - er en god tilnzrmelse 1 store spandingsomrader.
for andre materialer - f.eks. beton - er overensstemmelsen min-
dre god, og man md derfor for disse materialer medtage led af
hpjere orden i rakkeudviklingen.

Hvis man netop medtager led af 3.orden, fdr man den sakaldte
Murnaghan-rzkke, se [Murnaghan.16-37]:

- 1 2 _
Z(IE,I IIE) = a,+ta,I -+§(AE-+2uE)IE 2ugIly

Tgr o toplg

3
+ SZ.EIE+mEIEIIE+nEIIIE (4.6)
Ved partiel differentiation af denne rakke med elementerne i
Lagrange's tgjningstenscr - det vil sige anvendelse af (4.1)
og Appendix E - fir man det segte udtryk for de konstitutive
ligninger:
oK = (AT + (38, +m )T + (m_ +n ) II 165
L ETE E E'TE E E E'TL
_ K K .M
+ [2ug (mg +ng) I 1B, +ng By B, (4.7)
Hvis man i dette udtryk kan bestemme de 5 indgaende konstanter
- AE ;v Wg s lE r Mg 09 Bp ~ har man en approximation til de
konstitutive ligninger for beton, som pd et kontinuummekanisk
grundlay er korrekt op til 2.orden.

Spandings- tgjningsrelationen (4.7) skal naturligvis ved
bortkastning af 2.ordens leddene g over i Hooke's lov (4.5),
hvilket betyder, at AE ©g up er de sadvanlige Lamé-konstan-
ter.

\.'EO

ET TT+w 1 =2 ' (4.8)
E

' -9 , 4.9
Vg = 2(TF W) (4.9)

X
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hvor E,. - ikke at forveksle med den Lagrange'ske tgjningsten-—

0
sor Ei - angiver initialelasticitetskoefficienten for 1-akset

spandingstilstand, og v er det tilhgrende Poisson's forhold.
Da EO og v let kan bestemmes ved forsgg, er opgaven derfor
reduceret til en bestemmelse af de 3 sidste konstanter 2E ’

M. og n. - En sidan bestemmelse mi ogsd basere sig pd forspgs-

rzsultaﬁer, og det er her det kniber, idet man til rddighed
faktisk kun har de simple trykforsgg suppleret med mélingexr af
tvarkontraktionen. For andre typer af deformationstilstande er
det overordentlig vanskeligt at m&le 2.ordens effekterne, idet
det er meget vanskeligt at tilvejebringe de rette forsggsbetin-

gelser.

4.3 Poisson's forhold

Inden man kan foretage en bestemmelse af konstanterne QE’ mE

og ng , er det ngdvendigt at foretage en diskussion af Pois-
son's forhold v for betonmaterialer. Herved fir man mulighed
for at vurdere, om de begransninger, som man md palagge v

i en 2.ordens teori, er acceptable.

v defineres i kontinuummekanikken som det absolutte for-
hold mellem tvar- og langdetdininger ved 1-akset spandingstil-
stand, hvorved v er defineret ved udelukkende geometriske
stgrrelser, se fig.4.1.

I forbindelse med trykforsgg med betoncylindre beregnes ofte
en stgrrelse, som kan betegnes det incrementale Poisson's for-

hold, v . Denne stg¢rrelse beregnes som forholdet mellem

inc
tangentmodulerne for arbejdskurverne med trykspendingen som
funktion af henholdsvis langde- og tvartginingen. Vine 2angi-

ver derfor det Poisson's forhold, som betonen pid et givet span-—
dingsniveau vil arbejde med ved en infinitesimal spzndingseg-
ning.

Hvis de to arbejdskurver er affine med spandingsaksen som af-
finitetsakse, er v og v, . identiske. -
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Fig.4.1: Trykspendingen som funktion af
Poisson's forhold, langde- og
tvertpjningen ved 1-akset span-
dingstilstand.

Da Vine ©F mindre hensigtsmessig til teoretiske formil,
vil kun den oprindelige definition af v blive benyttet i det
fgplgende.

. Denne definition kan skrives:
E, = By = -VE, , (4.10)

hvor E1 ’ E2 og E3 er de 3 Lagrange'ske hovedtgjninger.

I (4.10) kan v udmarket vare en funktion af spandings-
niveauet og dermed af tgjningerne. Spgrgsmilene er derfor, om
en sddan variation eksisterer for beton, og om det 1 bekraften-
de fald er ngdvendigt at tage hensyn til denne variation.

Hvis man betragter plot af trykforsgg med betoncylindre -
se f.eks. fig.4.1 - ses v med god tilnzrmelse at vare kon-
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stant op il 80-90% af trykstyrken. I narheden af brud stiger
v kraftigt pd grund af materialets totale opsplittelse og der-
af fglgende luftindblanding. Ofte overskrider v vardien

0.5 , sdledes at den kontinuummekaniske betragtningsmdde ikke
lengere er anvendelig. En narmere undersggelse af disse for-
hold kan foretages med udgangspunkt i Kupfer's forsggsresulta-
ter, se [Kupfer.17-73] og [Kupfer.18-69]

1\‘:—1 4. =33,0MPa
[
-10,
08 )
-08 5 /
-07 /"
-06 | —~ 8,/6,=-1/0
”05 "' ——‘_51162="1/O_052
' / ’ —_— 51/52=—1/0.070
-04 —-—-—=04/06,=-1/0,103
03 z ———6,76,=-1/0,204
’ 4 @ Infleksionspunkt
-0.2 * Brudpunkt
-0.1
. o AV
- 0.5 %o -10%o v

FPig.4.2: Volumeht¢jning for beton under
biaxialt tryk-trzk

P& figurerne 4.2 og 4.3 er volumentgjningen AV/V vist som
funktion af stgrste trykspanding for forskellige biaxiale span-

dingstilstande, se [Rupfer.17-73] og [Kupfer.18-69]. AV/V de-
fineres som:

AV = E1 + E2 + E3 (4.11)
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\
91 ¢, =33.0 MPa

fe
'1,2 \I
e}
%
-10
),

-0.8
-0,6 0,/05 = -1/0
———-0y 10, = -1/-0,226
—a, /0, =-1/-0,525
-04 —-—-0ylo,=-1/-083
———0, 6, == 111
® Infleksionspunkt
-0.2 * Brudpunkt

| oAV
-1%e0 - 2%o0 v

Fig.4.3: vVolumentgjning for beton under
biaxialt tryk
AV/V ses derfor at vare defineret som en 1.ordens tilnermelse

til den relative volumenandring:

Relativ volumenandring = IIT -1 = I=E +E, TEy ,(4.12)

1

hvor IIIc er den tredie invariant for Green's deformations-

tensor.
For den 1-aksede spandingstilstand - g,/0, =3:1/0 - fas iflg.

(4.10) =

AV = (0 ~2v)E1 (4.13)




20

For konstant v kan man skrive:

gy = g (AV/V) ' (4.14)

hvor g er den samme funktion, som beskriver arbejdskurven

94 ~E1 :
oy = g(E1) (4.15)

Ved sammenligning af kurven 01/02 = -1/0 pa figurerne 4.2
og 4.3 med kurven g, =g(E,) pd figur 4.1 ses, at det kvali-
tative forlgb af kurverne er rimeligt overensstemmende indtil
infleksionspunktet pd kurven 61—vAV/V . Dette punkt, som fal-
der sammen med en voldsom stigning i mikrorevnedannelsen i be-
tonen [Kupfer.18-69], ndes ved ca 80% af fc i overensstemmel-
se med iagttagelsen af konstant v pd figur 4.1. v stiger
derefter svagt, indtil 9, ndr op pa 95% af o s hvor AV/V
har minimum. Ved dette punkt er v vokset med ca 25% svaren-
de til en stigning fra ca 0.20 til ca 0.25. P& de sidste 5%
op til f, stiger v +til ca 0.35, hvorefter der pi den fal-
dende gren af arbejdskurven U4 =g(E1) sker en voldsom stig-
ning i v , siledes at man ved brud ender med en vardi, somof-
te er st¢rre end 0.5 svarende til AV/V stgrre end 0 .
selv om man ikke direkte kan anvende (4.13) pd& de gvrige kurver
pd figurerne 4.2 og 4.3, vil anvendelsen af et konstant v
i et szt generelle konstitutive ligninger medfgre en sammenhang
svarende til (4.14) og (4.15) blot med andre g-funktioner. I
tryk/trak-omradet viser figur 4.2, at denne sammenhang for de
fleste af de viste kurver kan benyttes helt til brud. For smi
laterale trazkspandinger 6, er der en mindre afvigelse i nar-
heden af brud. Ved biaxialt tryk viser figur 4.3, at forhol-
dene her kvalitativt svarer til den 1-aksede tryktilstand, men
med en mindre stigning i AV/V inden brud. Endelig skal det
navnes, at anvendelsen af en starkere beton ggr tilnazrmelsen
v lig med en konstant endnu bedre, se figur 4.4 [Rupfer.i7-
73], hvilket bl.a. har interesse i forbindelse med fiberarmeret
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A
%5 fc = 63.0 MPqg
c

-1,2 *“.l W\/ -

4 TN

/

.
-1,0 -
, /
A Ve
// 4/;7
-0.8 2 —
s
/s
e
-0.,6 //
// G1/02=-1/0
____ 01 ,0—2 = "1/'0.208
-0.4 0, Io, = -1/-0513
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Fig.4.4: Volumentgjning for beton under
biaxialt tryk
beton, se [Brgndum-Nielsen.19~74],[Krenchel.20-75]1 og [Hej-
gaard.21-751.

Hvis man plotter Kupfer's forsggsresultater i den biaxiale
spendingsplan, kan man f£& et overblik over i hvilke omrider,
anvendelsen af et konstant v vil give gode resultater, se
figur 4.5 [Rupfer.18-69]. I henhold til den foretagne analyse
kan man med virkelig god tilnarmelse benytte et konstant v
i omridet begranset af kurven for volumentgjningens inflek-
sionspunkter. I overensstemmelse med analysen er denne kurve
sammenfaldende med brudkurven i sterstedelen af tryk/trzk-om-—
radet, og man vil derfor her f& et korrekt resultat helt til
brud. I det omride, som begranses af kurverne for henholds-
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vis infleksioﬁspunkter og minimum volumentdjning md man - isar
i nerheden af omradets ydre begraznsning - acceptere en mindre
god overensstemmelse, idet den virkelige verdi af v her kan
afvige med op til 25% af udgangsvardien. P& grund af spen-
dings—-tgjningsrelationernes flade forlgb i narheden af brud
vil en si3dan afvigelse dog give en betydelig mindre relativ af-
vigelse i spandingerne.

I omradet gransende op til brudkurven, idet man ved brud
skal forstd maksimal betonspanding, vil benyttelse af et kon=-
stant v galdende for alle spendingsniveauer give betydelige
afvigelser i spandingsberegningen. Da det fremgar ﬁydeligt af
figur 4.5, at dette omrdde kun udgegr eh ganske lille del af det
samlede, mulige spandingsrum, vil en nejagtig spazndingsbestem-—
melse i dette omréde blive opgivet til fordel for den simple
udformning af de konstitutive ligninger, som kan opnas ved at
benytte en 2Z.ordens tilnarmelse med konstant Poisson's forhold.

-0.2

o 1,0 = e
L 7

fe 1.2 /// 08 06//3.%1,/02 'l

1

/I /_—- l/ l
T

f I
\

— —Elasticitetsgreense.

— Volumentgjningens inflek-
sionspunkter.

-=~-Volumentajningens minimums-
punkter.

— Brudkurve.
f = -33,0MPa

N, Wy

Fig.4.5: Kurver for e¢lasticitetsgraznse, inflek-
sionspunkter, minimum volumentgining
©0g brud i biaxial spandingstilstand.
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4.4 Den 1-aksede spandingstilstand

Den l1-aksede spandingstilstand er den forsggsmassigt hedst do-
kumenterede tilstand for ikke-lineare spandings-tgjningsrela-
tioner, hvilket skyldes, at disse forsg¢g er relativt simple at
udfgre. Det vil derfor vare fornuftigt i den udstrzkning, som
det er muligt, at basere beregningen af de 5 konstanter i
2.ordens tilnarmelsen pa disse forsggsresultater. Man opnar
herved, at data for de parametre, som indgdr i de 5 konstanter
ved skift fra &n beton til en anden, er let tilgzngelige.

Ved en 2.ordens tilnarmelse og l1-akset spandingstilstand
kan kurverne for spzndingen som funktion af E, henholdsvis
E2 og E3 hpist approximeres med parabler, se Figur 4.17. Det
er endvidere klart, at disse parabler er affine, da de alle
m& have vandret tangent ved brudspandingen, og da v er for-
udsat konstant i udtrykket (4.710).

For den 1-aksede spandingstilstand benytter CEB fglgende
udtryk for spandingen T1 som funktion af tgjningen i langde-

retningen E1 H

1 1
T, =F (z— - () ) ' (4.16)
1 SR Ere
hvor EFc angiver den langdetgining, ved hvilken materialet
nadr brudspzndingen F, . Samtlige stgrrelser regnes positive

C
som trazk. (4.16) er foresldet af Hognestad [Hognestad.22-51]

og bl.a. undersggt og omtalt i [Riisch.23-60], [Rilsch.24-62]1 og
[Ssargin.6~71].

Det anses her for mere hensigtsmessigt at benytte initial-
elasticitetsmodulen Eo i stedet for tgjningsstgrrelsen EFC
i udtrykket (4.16). E_ indfg¢res p4 felgende made. Ved dif-

ferentiation af (4.16) med hensyn til E, f&s tangentmodulen

Etang :
2F E
C 1
E = i (1 - =—) (4.17)
tang‘ EFC EFC
For E, =0 er E =E_, hvilket medfgrer:
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B, T 5. = Bee = E (4.18)

Ved indsattelse af (4.18) i (4.16) og (4.17) féas:

EOET
T1 = E0(1 - 4FC)E."ﬂESec E1 , (4.19)
E0E1
Etang = EO(1 “TC) ’ (4.20)
hvor Esec i (4.19) er sekantmodulen.

Udtryk for spendingerne i tvarretningerne kan let angives,
idet spandingstilstanden er 1-akset:

T = T, = 0 (4.21)

Ifglge 2.ordens teorien udtrykkes spandingerne ved (4.7),

som afhznger af de 5 konstanter AE' Mg QE’ I, ©g np - Dette
udtryk kan pd fglgende made opskrives i hovedspandinger og
hovedtgininger:
= 2
Ty Ag IE-+(32E-+mE)IE -+(mE-+nE)IIE
- 2
+ [2uE (mE-i-nE)IE]EK-I-nE Ex (4.22)

Vardierne af konstanterne i (4.22) sgges nu bestemt, sdledes

at (4.19) og (4.21) er opfyldt for alle EK . Ved hjelp af
disse 2 udtryk kan man bestemme AE og ugp — som en kontrol af
(4.8) og (4.9) - samt formulere to betingelsesligninger mellem

stgrrelserne ZE, Mo 0y np .

Inden de to betingelsesligninger kan opstilles, er det ngd-
vendigt at beregne de Lagrange'ske invarianter for den 1-akse-
de spandingstilstand som funktion af E1 .

Formel (4.10): E, = Ey =-VE; o9 Appendix E giver:

4
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- oK _ = (1~

IE = EK = E, +E, +E3 = (1 2v)E1 (4.23)
_ 1, K L __L_X

Iy = 5(Bg By - Ex Ep)

= T((Ey +E, +E3) 2= ((E)) %+ (B,) 2+ (E4)?))
= 20(1=20)2= (1+2v2))E,?
= -v(2-V)E,* (4.24)

IIIE indgdr ikke i (4.22).

Ved indsattelse af (4.23) og (4.24) i (4.22) fés:

Ty = Ag(1 =2V)E, + (32p +my) (1 - 2v)2(E1)2—(mE+nE)v(2—v) (E1)2

+ [ 2ug= (mg+ng) (1-2V)E; 1B, +ng EK2 (4.25)

Af (4.23) ses at opfyldelse af (4.19) kraver, at (4.19) og
(4.25) med K =1 er identiske:

2

.
[e] 2 _ _

EOE1 —EE" = ()\E(1 2v) +21,1E)E1

+((32p+mz) (1-2v) 2—(mE+nE) (1-v?) +ng) (E;) 2 (4.26)

(4.21) opfyldes ved at satte (4.23) lig med 0 for K=2 eller X=3:

T, = Ag(1-2v)E;+(32+my) (1-2v) * (B)) 2~ (mgng) v (2-v) (Ep) *

2
+ [2up = (mging) (1-2v)E ]E, + nE(Ez)2 = 0
= (AE(1-2\))-—-2UE\))E1+((32E+mE)(1—2\))2
- 2 2
(mE+nE)v(1+v)+nEv )(E1) 0 (4.27)

Da (4.26) og (4.27) skal galde for alle FE, , skal koeffi-

1
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cienterne til E1 og (E1),_2 opfylde ligningerne hver for sig.

Denne koefficientssammenligning giver fglgende 4 ligninger:

(1=2v)dg + 2ug = E, (4.28)
(1=2v)hg = 2v ug = 0 (4.29)
E ? ;
- 2 _ -1 _— o :
(1-2v) (3£E+mE) (1-v )(mE+nE) + nE _..._4FC (4.30) }
—oy) 2 . . _ i
(1-2v) (3ZE+mE) v(1+v)(mE+nE) + viong 0 , (4.31) |
Af (4.28) og (4.20) F4§ e
\)EO Eo
‘o T Tz %9 Yk T oTew) (4.32)

som ses at vare identiske med henholdsvis (4.8) og (4.9).
Ved hjalp af (4.30) og (4.31) kan konstanterne 3l +m

ETE /
Mo 09 ng udtrykkes ved &n parameter, f.eks. np: :
E_? |
LM, = et (1= (1-V))D F g )
BEE (1-2v) ® B AR

g 1

= s (————— ({322 ) 2-6A_{A_+u.)) n
2ug (Z“E)z E°"E E'"E'"E E

+ _1_ 2
4FC(3AE+2uE) ) (4.33)

E 2
motn, = —4Yn_ o+ o
E "E 1T-2V'E 4FC(1+v)(1—2v)

Ant2u H

_ E En E

= o B toaw Plet e (4.34)

2
m o= v .o Po
E 1-2v°E 4FC(1+v)(1—2v)

A u

- E .

= 2LlEnE + ZFC(3XE'+2”E) (4.35)

Udtrykkene er linezre i1 n, og er udtrykt dels ved Fc ,

Eo og v , dels ved FC R AE o9 Mg -
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4.5 Simpel forskydning

I Afsnit 4.4 lykkedes det ud fra den 1-aksede spzndingstilstand
at bestemme 2 af de 5 konstanter samt opskrive 2 betingelses-
ligninger mellem de 3 resterende. Disse ligninger resulterede i
udtrykkene (4.33) og (4.34), som angiver 2 af de konstanter,
der optrader i udtrykket (4.7) for de generelle konstitutive
ligninger, udtrykt ved den tredie og sidste konstant. Proble-
met er derfor at opstille &n betingelsesligning mere til fast-
lzggelse af den sidste frie parameter, hvilket for eksempel
kan ske ved at betragte den simple forskydningstilstand. Denne
deformationstilstand er isochorisk og homogen, hvilket vil si-
ge, at tilstanden er volumenbevarende og unafhengig af ée mate-
rielle koordinater. Den kan frembringes ved en forskydning

af parallelle, materielle planer, sidledes at forskydningen af
de enkelte planer er proportional med afstanden fra én bestemt
af planerne. Flytningstilstanden , som er vist pd Figur 4.6,
kan derfor skrives:

X, = X1+u1 = X1-+KX2
X, = X2 +u2 = X2 (4.36)
Xy = X3~+u3 = X3

%3, X4 Xy,

Figur 4.6: Isochorisk forskydning
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I dette afspit vil formlerne i Appendix A blive benyttet i
vid udstrzkning, hvorfor sarskilte henvisninger ikke foretages
i det fglgende.

Da de konstitutive ligninger og dermed de fznomenoclogiske

konstanter KE ; My Og np  er uafhangige af de benyttede koor-

E
dinatsystemerxr, beskrives deformationstilstanden ved hjzlp af
bekvemme retvinklede, kartesiske basiskoordinatsystemer for
béde de rumlige og materielle koordinater. Den rumlige og ma-

terielle metrik er derfor i referencetilstanden givet ved hen-

holdsvis
m n
9z 32
g = § - = = § (4.37)
ke mn aXk axk k&
o9
M N
32 97
. G = ¢ —_— — = § (4.38)
KL MN aXK aXL KL
zZ" og ZM angiver koordinater i forhold til faste, ortogonale

M

baser, medens x° og X angiver koordinater i forhold til mere

generelle baser. Disse kan - som det fremgdr af (4.37) og

(4.38) - specielt vare sammenfaldende med 2" og M .
Elementerne i Piola~Kirchhoff's spendingstensor Ti sva-

rende til den simple forskydningstilstand kan nu opstilles ud

fra disse referencemetrikker. For at bestemme TK efter for-

mel (4.7) er det ngdvendigt at kende Lagrange's t;jningstensor
EY
EF = Z(Ch -0
= SO Gy )G = T (Cyp-6y) & (4.39)
ba G og dermed GKM er enhedstensorer, er de miksede

KM
og kovariante tensorer talmessigt identiske.

Green's deformationstensor CKL er givet ved

)
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kK LL
X 3X
Cope = q,, X X (4.40)
KL ki SXK BXL
Ved partiel differentiation med X° £as af (4.36):
1 K 0
"
§X—K = o 1 o0 (4.41)
X
0 o0 1

(4.37), (4.40) og (4.41) giver da:

1 K 0
- 2 .
CKL = K 1+K° 0 B (4.42)
0 0 1
- -

som kombineret med (4.39) giver

0 K/2 0
— 2
EKL = K/2 K2/2 0 (4.43)
0 0 0

En kontrol af beregningerne fas af (4.42), idet den relati-
ve volumenandring er givet ved

AV/V = IIIC—1 = det(CKL)—1 = 0, (4.44)
hvilket er krawvet til en isochorisk deformationstilstand.

Ud fra de foretagne beregninger er det nu muligt at bestem-
me elementerne i Piola-Kirchhoff's spandingstensor

K _ _ 2 K
TL = [ZuE (mE+nE)IE +(mE+nE)IIE]6L
K K _M
+[2uE-~-(mE+nE)IE]EL+nEEM Eq, , (4.45)

idet invarianterne IE og II for den givne deformationstil-

E
stand er bestemt af
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= K - 1,2

Ip = By 7K (4.46)
- 1. K _L_ _K _L

I = E(EK EL - Ep EK)

= 1 -k - Tixraxe
= UK 2 - (5K%) 2 - 2(KP4K?))
1
.4,.1(2 (4.47)

Regner man led indeholdende K i hgjere potenser end 2 smi,

fa4r man

! o= gz om) (4.48)
1 2 E T .
™ o= lg220. +200) -m) (4.49)
2 1 ol ) E :

3 = k2l - (mo+n)) (4.50)
3 4 E E E "
T 2
T2 f T1 = KUE . (4.51)
1T _ 3. _ .2 .3 _
TS o= T = TS o= 1 o= 0 (4.52)

Formdlet med beregningen af Ti er som funktion af denne
stgrrelse at bestemme de krafter, som man skal pafgre den p&
figurerne 4.6 og 4.7 betragtede kubes sideflader for at til-
vejebringe den angivne deformationstilstand. Ved en vurdering
af disse krafter giver visse kvalitative og kvantitative be-
tragtninger, som vil blive omtalt senere i dette afsnit, der-
efter mulighed for opstilling af den sidste betingelsesiigning.

De normalspendinger S; , som pavirker kubens sideflader,
er givet ved

kg

s q (4.53)

a(r) Diryk Br)g '

hvor Ukl er Cauchy's spandingstensor, og n(r)k er en posi-

tiv enhedsnormalvektor til den betragtede sideflade (r), se
Figur 4.7.
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Dy
%q.X3 Xq. X4

Figur 4.7: $idefladernes normalvektorer i reference-
tilstanden §( og den deformerede til-

R
stand n . )
={x)
Da Sa(;) gnskes udtrykt ved K og referencetilstandens
enhedsnormalvektor N(R)K , benyttes fglgende substitutions-
k&
formler for a 0 Nk ¢
da K
(R) 23X
n = J — N P (4.54)
(r)k da(r) 33k (RYK
k 2
R L (4.55)
X X
hvor
k m M
7 o= aet A = aer (2 XL 2K
3z 9x 39X 3Z
= Vg3 B = VGG (4.56)

J og Jj er Jacobi-determinanterne for henholdsvis transfor-
mationen mellem de to ortogonale baser 25 og K og transfor-
mationen xk =xk(XK) ; g og G er determinanterne for hen-.
holdsvis den rumlige og materielle referencemetrik, og da(r)
og dA(R)

vis den deformerede tilstand og referencetilstanden. For den

er arealerne af den betragtede sideflade i henholds-

betragtede deformationstilstand fir man af (4.37), (4.28),
(4.41) og (4.56):
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J = 5 = 1 (4.57)

Ved hizlp af (4.54) og (4.55) kan udtrykket for normalspan-
dingerne pd sidefladerne (4.53) skrives

k .0 da X da L
Sa(r) = @ axv BXTTVT) (—&) anN(r)K) (—& BXQN(R)L)
X" 9Xx da(r) ox d (r) X
da 2
(R) KL
= J( )y TN N -
da(r) (R}K "(R)L
da 2
_ (R) M K
= Il G Ty Nk V) (4.58)

(r)

Forskydningsspendingerne pad den ((r1)‘te side-

Sa(1c1) (r5)
flade i (rz)*retningen er tilsvarende givet ved
2

&)

3 = J{g=—)
a(r1)(r2) da(r1)

GLM TK

N N (4.59)
M T(ROK T(R,L

Man far derfor fglgende udtryk for spandingerne pd sideflader- %

ne.
Normalspzndinger:
-1,.1 K?

s (1+k*) " '7, = ————— (22, =-m) (4.60)
a(1) 1 4{1+K2) E B
s 72 ' = Ko 2 ) (4.61)
a(2) 2 = (20 +2ug)-mg .

= g3 _ B -
Sa(3) = T3 = E(ZAE (mE-FnE)) : (4.62)
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Forskydningsspazndinger: . :
= = 2 =11 = K
Say(2zy = Say () (1+k2) 7T, s (4.63) ]
Sa1 (3 = Sa@ ) T Sa@ ) ~Sa3)2 =0 (4.64)

Formlerne (4.60)-(4-64) viser, at en isochorisk forskyd-
ningstilstand ikke kan opnds udelukkende ved forskydningspé-
virkninger, men ogsi kraver normalkrafter. Denne normalkrafts—
pavirkning kan opdeles i en hydrostatisk padvirkning, som be-
tegnes Kelwin-effekten, af stgrrelsen Sa(3) , 0g en tvaref-
fekt, som betegnes Poynting-effekten. Kelvin-effekten bevir-
ker en hindring af volumenandringer, og kan derfor ikke eksi-
stere for inkompressible materialer, da disse er naturligt
volumenbevarende. Endvidere ved man ikke, om der findes vir-
kelige materialer, hvor denne effekt eksisterer. Den omtalte
tvareffekt omfatter de normalspandinger, som man ud over den
hydrostatiske pivirkning mi pd&fpre sidefladerne for at bevare
legemets proportioner., Man far derfor felgende tvareffekt:

K2
Sa(t) “%a@3) ¥ 7T fe (4.65)

KZ
$,(2) "Sa(z) = 7 4ug*ng (4.66)

Ud fra de opstillede udtryk er der nu grundlag for at fore-
tage vurderinger, som ge¢r det muligt at opstille sidste betin-
gelsesligning.

Det er tidligere omtalt, at Kelvin-effekten ikke eksisterer
for inkompressible materialer, hvilket medfgrer

Sa(3) = Tg = 0 Inkompressibilitet (4.67)

Selv om det ikke umiddelbart er muligt at betragte (4.67) som
et gransetilfazlde for de kompressible materialer, giver udtryk-
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ket alligevel information om den stgrrelsesorden af sa(3) ’

som man kan forvente for disse materialer. Det er endvidere

klart, at normalspandingerne - Sa(1) og Sa(z) - i den plan, e
hvori deformationen foregdr, relativt set er vasentlig stgrre

end S

a(3) *
Idet der for 2.ordenstilnarmelsen galder
2 2 2
Kz - K* (14+K*) ~ X (4.68)
14+K?2 1+K2

kan man nu ved brug af (4.35), (4.60) og (4.62) foretage en
vurdering af Sa(1) og Sa(3) -

E?
. = o v
(4.35): mp TF (170 (T=29) * T3"E
Indsattes (4.35) i (4.60) og (4.62) féas
E E
K2 1 o) o
$ — . (2 (2v-2) - v on)
a(1) 4 (1+K?) T=2v "T+v 4F E
= C-Sa(1) = D-wv ng , (4.69)
E E
K? 1 o o)
s —_— e (= (2v = 5=F) - (1-v)ny)
a(3) 4 (1+K?) T-2v 1+v 4FC E
= C.Sa(3) D - (‘I—\))nE ’ (4.70)
hvor
E E
_ 4{14+K3) (1-2v) _ o o
C = KZ og D = ‘:l"‘IG(Z\) ﬁ ) (4.71)

P& Figur 4.8 er formlerne (4.69) og (4.70) plottet som funktion %

af ng .-




(1-2v)D

-{1-2vID

Figur 4.8: ©Normalspzndingerne Sa(1) og

Sa(3) som funktioner af ng -

Af figuren ses, at

for 0 < n, <2D (4.72)

< Is g =

155 (3| a(n!

Ifplge bemarkningerne om stgrrelsesforholdet mellem Sa(1) og
er det derfor i den centrale del af det i (4.72) angiv-

s
a(3) .
, at man opndr den bedste verdi for ng .

ne interval for n

E
Man kan derfor lige si godt valge ng . sdledes at Sa(3)
bliver lig med 0
S 0 for n = -2 (4.73)
a(3) E T=v ’
hvor D er givet ved (4.71).

Der vil her blive brugt det mere bekvemme udtryk for D:
E ?
= - _—°
b= 4F, (T+V) ‘ (4.74)
idet fejlen ved at benytte (4.74) i stedet for (4.71) andrager
under 0.5% . Dette indses pi fplgende mdde: I udtrykket
(4.71) for D giver fgrste led i parentesen ca 0.40 , da v
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for beton andrager c¢a 0.20. Idet der eksisterer formler for
korrelationen mellem E0 og P , er det endvidere let at
vurdere parentesens anden led.

Korrelationsformler:

E, = 21000 /F, kp/cm? CEB (4.75)
5 FC 2

EO = 5.5-1Q0°- m kp/cm Ros (4.76)

E = 5.1:10% o kp/cm? DS 411 (4.77)

o - 130 +F, .

(4.77), som er anvendt til beregning af verdierne i DS 411,
Afsnit 3.3.2, er en modificeret udgave af (4.76).
Da samtlige korrelationsformler for brudstyrker F op til

Cc
100 MPa giver
Eo .
- 7 > 100 , (4.78)
o
- B
udggr 2v=0.4 under 0.5% af Z%_ - Dg kan derfor med
rimelig ngjagtighed angives ved ¢
E
np o = - —2 (4.79)
4FC(1—v2)

4.6 5~konstantstilnzrmelsen

Det er nu muligt at bestemme samtlige i de konstitutive lig-
ninger indg&ende konstanter. Ved brug af (4.79) giver (4.33)-
(4.35) :

v2E? v2E2
3ty = i = B ———2 . (4.80)
4FC(1—v2)(1—2v)2 (1+v) 2 (1-2v) 2
I , (4.81)
E? g2
mg = -ng B ; (4.82)

4FC(1—v2) (1+v) 2 -
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hvor B er givet ved

B = -—-IFy - _E,FE_ (4.83)
4FC(1—v) 4FC(AE+2u£
Idet
: - (BAE-+2uE)
e} >‘E+UE
(4.84)
, e
2(hg +ug)

kan konstanterne udtrykkes ved Lam&-konstanterne og indirekte
F. , idet (4.83) benyttes. Man fir

C
= - - 2
31LE+mE Bedg {4.85)
mE-i-nE = 0 (4.86)
= - = ~B 2
mp # ~hp B (ZpE) (4.87)

Indsazttes disse konstanter 1

i K _ 2 K
(4.7): TL = [XE IE+(3£E+mE)IE +(mE+nE)IIE]6L

+ [zuE—(mE+nE)xE]E§-+nE o

M
L
f£3s det endelige udtryk for en 2.ordenstilnarmelse til de ge-
nerelle konstitutive ligninger for beton

K

— K
T = [OgIg) - B(AEIE)ZlaL

+ (up)Er 4 B(2ug) 2By En , (4.88)

hvor B er givet ved (4.83).

For tgjninger af begranset stgrrelse kan man ofte tillade
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sig at se bort fra forskellen mellem Piola-Kirchhoff's span-
dingstensor Ti og Cauchy's spandingstensor c; samt mellem
Lagrange's tgjningstensor Eg og Cauchy's tgjningstensor E; .

I disse tilfzlde kan man skrive (4.88)
i _ _ 2901
Gj = [(AEIE) B (AEIE) ]éj

+ (Zus)e;.' +B (2u)? el % (4.89)
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5. AFLASTNING

I indledningen til Kapitel 4 anfpres der, at de konstitutive
ligninger er irreversible, og at belastning og aflastning der-
for mi beskrives ved forskellige sat ligninger.

Endvidere er det ngdvendigt at opstille et kriterium til af-
ggrelse af, om en given tgjningsendring svarer til en belast-

ning eller til en aflastning.

5.1 Xonstitutive ligninger ved aflastning

Aflastningen beskrives ved den linexre Hooke's lov, som for
spandingleS referencetilstand er givet ved (4.5).
K

(4.5) : TL = A

K

. L

K
g Ig Sp*2ug B

Problemet er nu at modificere dette udtryk, sdledes at man
ved (4.5) kan bestemme spandingsandringen ATE ud fra den
spandingstilstand (A)Ti , hvor aflastningen begynder. De en-
delige spandinger vil derfor kunne skrives:

K _ K K
T, = @t (5.1
- . K . K .
Tgjningstilstanden (A)EL svarende til (A)TL kan opdeles i

elastiske (AE) og plastiske (AP) komponenter:

K _ X K

() FL (aE) L ¥ (ap) BL (5-2)
Under aflastningen sker der @ndringer i de elastiske te¢jnin-
ger, medens de plastiske tgjninger forbliver konstante. ZAn-
dringerne i de totale t@jninger er derfor lig med andringerne

i de elastiske tgjninger.

AE = E- E (5.3a)

K K

. _ K
- anfn T YmE (5.3b)
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Man kan derforli stedet for
indsztte de 2 led i (5.3a)
line®r i spandinger og t¢jninger, se (4.5).

K
A(E)EL benytte
separat i Hooke's

(4.5) far man derfor.

AE? og endvidere
lov, idet denne er

Ved indsazttelse 1

K _ K
ATL L= AE IAE 6L+2uE AR
= " K K _ K
= Apllg=Tayp) oy *2ug(Ey - (5)Ep)
K K
(L)TI._ (AL)TL R (5.4)
hvor (L)Ti er den spandingstilstand, som fremkommer ved ind-
sattelse af de aktuelle, totale tgjininger i den lineare Hooke's
lov. BAnalogt refererer (AL)Ti til udgangstilstanden for af-
lastningen.
AT
Ll A
/
b w’ ] ,I —
E TF—-—- —al ™ ~
{A) ’ ~
a V4 Y
Th—-—/44
A |
/!
/
c s
AR
J‘ Y4 1 -
(NﬂE (AE)E E
E
— ey

Fig.5.1: Principskitse for beregning

tilstanden under aflastning.

af spandings-—
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P4 Fig.5.1 ses en principskitse svarende til den 1-aksede
spendingstilstand. Beregningen af den aktuelle spandingstil-
stand TK kan ved hjzlp af denne skitse illustreres p2 fglgen-

T
de made
K _ K K _ K
T = @t @ (an) To
‘ (5.5)
c = (c+a) + (c+a+b) - (c+a+b+a)

Det endelige udtryk for de konstitutive ligninger ved af-~
lastning £as derefter ved at indsatte (5.4) i (5.5):

K

_ K _ K _ . K
TS @ e Tae ST % T Br

K K
+ Ag Ip 80+ 2ug B (5.6)

5.2 Aflastningskriterium

I plasticitetsteorien kan man for givne @ndringer i de plasti-
ske tgjningshastigheder ved hjzlp af en associeret flydelov -
normalitetsbetingelsen - afggre, om der sker aflastning. En
s&dan fremgangsmdde er maturligvis ikkemulig i denforeliggende
teori, idet der ikke anvendes nogen flydefunktion, hvorfor der
ikke eksisterer nogen associeret flydelov. Derimod har man et
udmerket kriterium i tginingsenergifunktionen for de totale
t¢gininger (4.6).

. = 1 2 _
{(4.6): 1 = aj +tog IE+2(>\E+2uE)IE 2up I

3
+ QE IE-l-mE IE IIE-+nE IIIE

Hvis denne funktion ved en given tg¢jningsandring er voksen-
de, sker der en yderligere belastning, medens der i modsat fald

sker en aflastning.
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= + > 1 i
« X « L Z(A) AL E(A) Belastning
E, = (A)EL“PAEL = (5.7)
= + i
z Z(A) AT <E(A) Aflastning
Samtlige konstanter i (4.6) er kendte, idet ag kan valges
arbitrart, f.eks. a =0, % kan beregnes af udtrykkene

(o] E
(4.85) og (4.87), medens de gvrige stgrrelser er beregnet i Ka-

pitel 4.

. = - 2
4.85 : 3£E-+m B AE

o~
5]
~
=]

]

—_ 2
B (2ug)
Heraf fas

2) (5.8)

: = 1 2.
SLE 313((21.1E) >‘E

Tgjningsenergifunktionen I kan derfor skrives:

= l 2 . 1 2_ 2 3
I = 2(AE+2uE)IE 2pE IIE-+3B((2uE) AE )IE

- 2 2
B (ZUE) IEIIE + B (ZUE) IIIE ’ (5.9)

hvor B er givet ved

3hp + 2

(4.83) : B ——
4F (g + 2up)
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6. BRUDBETINGELSER

Det vil vere naturligt at afslutte denne behandling af konsti-~
tutive ligninger for beton med en kort omtale af nogle brud-
betingelser, som kan benyttes i forbindelse med de i Kapitel 4
opstillede konstitutive ligninger.

Formdlet med en brudbetingelse er pi en idealiseret mide at
afgranse det spandingsomrade, som er fysisk realisabelt. Der
er i tidens lgb opstillet en lang rakke bfudbetingelser for be-
ton, hvoraf de fleste pd grund af simplifikationskrav og mang-
lende forsg¢gsresultater er meget starkt idealiserede.

6.1 Nyere forslag til brudbetingelser

I et par nyere arbejder [Chen. 10-73] og [Ottosen. 27-75] er
der opstillet nogle brudbetingelser, som giver en god overens-—
stemmelse med de eksisterende forsggsresultater.

Begge kriterier benytter 4 parametre, opfylder kravene om
konveksitet og symmetri og dbner sig i den hydrostatiske akses
negative retning. Ottosen beskriver hele brudfladen i hoved-
spendingsrummet med kun 1 funktion, som derfor er glat overalt.
Chen benytter 2 funktioner, og der fremkommer derfor en kant
langs de 2 funktioners skaringskurve. Den ene funktion, som
benyttes i trykomradet, er en omdrejningsparaboloide med den
hydrostatiske akse som akse, medens den anden er en ondrejnings-
hyperboloide med samme akse. Chen's forslag omfatter derfor ik-
ke nogen vinkelafhangighed i deviationsplanerne - planerne vin- :-
kelret pi den hydrostatiske akse. Dette er i strid med en rak-
ke forsggsresultater, som viser, at trzkmeridianerne ligger
nermere den hydrostatiske akse end trykmeridianerne. Tryk- og
trzkmeridianerne er de kurver, som fremkommer ved skering af
brudfladen med en plan, som indeholder den hydrostatiske akse

og en spandingsakse. Den gren af kurven, som indeholder tryk-
henholdsvis trazkbrudspendingen, betegnes tryk- henholdsvis

trazkmeridianen. For voksende hydrostatisk tryk narmer meridi-
ankurverne sig til hinanden, hvilket svarer til, at de brudkur-
ver, der fremkommer ved at skare brudfladen med deviationspla-
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nerne, @&ndrer sig fra nasten triangulzr form til nasten cirku-
lar form ved voksende hydrostatisk tryk. Chen's kriterium gi-
ver derfor mindre gode resultater ved smi hydrostatiske tryk.
Ottosen's kriterium er derimod i stand til at beskrive alle de
navnte forhold og giver alt i alt en s& god beskrivelse af
brudtilstanden baseret pd et stort antal forskeres forsggsre=-
sultater, at det mdske er det mest realistiske kriterium, som
kendes i dag.

6.2 Ottosen's brudkriterium

Ottosen's brudkriterium:

IIS IIS IT
£(I,,, II_, cos38) = A —=+ ) +B—-1=0, (6.1)
T S 2 F F
F C C
C
hvor A og B er konstanter og X =2A(cos®). Brudbetingelsen

ses at vare en funktion af spendingstensorens fgrste invariant
IT , den tilhgrende deviationsspandingstensors anden invarians
IIS og § , som angiver retningsafhangigheden i deviationspla-
nen. Funktionen f ses af cos36 at vare periodisk med perio-
den 120° og besidde 60° symmetri i overensstemmelse med, at
betonen antages isotrop. Deviationsspandingstensoren sK

L
svarende til IT er givet ved

s
T S (6.2)
A-funktionen i (6.1) er givet ved:
o= K cos[% Arc cos(K, cos38)] for cos38>0 , (6.3)
Ao K1 cos[%} —-Arc cos(uK2 cos38)] for cos3 < 0, hvor
K1 og K2 er konstanter. 0 er givet ved:
coso = 3 1. S N ’ (6.4)

2 /IIS 2V3 /IIS

hvor 8., T,, T, og T; er hovedspandinger. Af (6.4) fis:
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T, >T,>T, =» 0°<8<860° (6.5)

En bestemmelse af konstanterne A, B, K1 og K2 kan for ek-
sempel foretages ved at krave, at brudfladen indeholder fglgen-—
de 4 spaendingstilstande karakteriseret ved:

1) pen 1-aksede trykbrudspanding FC’ e = 50°
2} Den 1-aksede trazkbrudspanding FT, p =
3) Den biaksiale trykbrudspanding
- = = o
T, T2 = -1.16 F. , 6 0
4) En spandingstilstand pd tryk-
o o
mgr;dlanen, g = 60
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7. KONKLUSION

Hovedformilet med dette arbejde har varet at fremstille en
2.ordens tilnzrmelse til de konstitutive ligninger for beton,
som er sd tilstrakkelig simpel, at den kan anvendes direkte i
badde analytiske og numeriske beregninger. Disse krav synes at
vare opfyldt ‘af de udledte og foresliede udtryk

(4.88): 1% = [(AEIE)—BI (gIg) ey
+ (ZuE)E§+B (2ug) By EN)
og
(4.89): o§ = [0 -B (AEIE)Z]cS;.'
+ (2u6)8§+B (2u) %l e ,

De indgdende konstanter A, u og B afhenger kun af Eo' v
og FC » som angiver initialelasticitetskoefficienten ved 1-ak-
set spandingstilstand, Poisson's forhold og trykbrudstyrken
ligeledes ved 1-akset spandingstilstand. Det er derfor let at
fremskaffe de ngdvendige materialedata, idet Eo’ v og FC alle
kan bestemmes ved et l1-akset cylinderforsgg.

En forsggsmessig verifikation af ligningerne for enkelte
komplekse spandingstilstande ville vare gnskelig, men det i
litteraturen tilgangelige forsggsmateriale p& dette omride er
uheldigvis uhyre spinkelt. Dette skyldes, at man har koncen-
treret sig om opstilling af brudbetingelser, og interessen for
miling af sammenhgrende vardier af spsndinger og tgjninger har
derfor varet ringe. Det skal bemzrkes, at man naturligvis ikke
kan anvende den 1-aksede spandingstilstand og den simple for-
skydningstilstand som testgrundlag, idet disse er benyttet ved
opstillingen af ligningerne.

De opstillede konstitutive ligninger galdende for aflast-
ning er en modificeret Hooke's lov, som inkluderer den udgangs—
spandingstilstand beregnet efter (4.88) eller (4.89), hvor af-
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lastningen begynder. Disse ligninger er givet ved

X K _ K _ . K
(5.6): Ty = T Igme 0T E T L

K K
+ AE IE GL-+2uE EL

og tilsvarende

i i i . i
95 = @% e Tae 057 T @
i i
+ AE IE Gj +2p€ Ej (7.1)

Ved ®ndringer i tg¢jningstilstanden er det ikke altid muligt
umiddelbart at afggre, om en sadan &ndring svarer til en be-
lastning eller en aflastning. Et kriterium til afggrelse her-
af baseret pd t@jningsenergifunktionen I - se formel (4.6) -
er derfor opstillet.

I=1 (a) + AL > T Belastning

()
. K K X
(5.7): Ep. =  Ep tLEp =

=2 + AL < L Aflastning

() (R)

Gentagne belastninger kan ikke behandles med de opstillede
.ligninger, hvis spandingerne overstiger 40%-50% af brudspan-
dingen. For mindre spandinger exr dette derimod muligt, idet
ligningerne (4.88) og (4.89) i dette spzndingsomréde er nasten
linezre og derfor elastiske og reversible.

I plasticitetsteorien er brudfladen greanseflade for de fly-
deflader, som svarer til forskellige trin i t¢iningsherdnings—
forlgbet. Da brudbetingelser for beton ofte opstilles uafhan-
gigt af disse flydeflader og hazrdningsantagelse, kan der opstd
kompatibilitetsproblemer mellem disse flydeflader og de veri-
ficerede brudflader. Sadanne problemer eksisterer ikke i den
foreliggende teori, idet spandingstilstanden kendes eksplicit
som funktion af tgjningstilstanden; og teorien kan derfor
umiddelbart anvendes i forbindelse med enhver brudbetingelse.
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APPENDIX A

Kontinuummekanik

Deformationsbeskrivelse

23 x3
“ 2 z3 f
' N X x3
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l3h E 1 53
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I Z L y
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- 2
21 I 12 z
‘ , i

Figur A.1: Basiskoordinatsystemer

Positionsvektorerne for et givet materielt punkt er i henholds-
vis den rektangulzre, materielle basis EK og den rektangulzre,

rumlige basis lk givet ved:

_ LK
E. - Z _I_K (a.1)
p = 2 i (A.2)
Heraf fas
a = 1, dz* (3.3)
dp = i, az¥ (A.4)

=K




Ved skift til de mere generelle koordinater x¥ og x*  fas:
R
ap = L1 axf = g axt (a.5)
- K =R =K
X
r
_ 9% ., k _ k
dg = E_E i, dx = g dx , (A.6)
X
hvor EK SER angiver de tilhgrende baser.
Lazngderne i de to basisgystemer er givet ved:
ds* = dp-dp
- . K L _ K
= G G axt ax" = g axfax” , (a.7)
ds® = dp-dp
9t 9, dxkdx2 = 9y, dxkdxz , (A.8)

hvor GKL og Iyp angiver de kovariante referencemetrikker
for henholdsvis de materielle og rumlige koordinater.

Ved hijzlp af bevagelsesligningerne

VAT S S og £ = 26K (2.9)

kan sammenhangen mellem dxk og ax¥ skrives

K

axk = gz%dxk (A.10)
9x
k

agk = -me?de (2.11)
3%

Inds@ttes (A.10) og (A.11) i henholdsvis (A.7) og (A.8),

fas:




L K L
das? = Ggy, §§; QKI ax®ax® = gx-g EEK EEI ax®ax*
IXT X ox 3%
- . k., & _ k. & '
= g re,dxdx” = ¢ dxidx (A.12)
k 2 k )
2 _ X~ 3K KoL _ . Ix ox K oL
ds® = g, , —g —yp ¥ dX 99y — % L axrax
IX" 93X aX X
- c . K. L _ K, L
= CprC daxvax Cppd¥dx (A.13)

hvor Sy ©9 CKL

mationstensorer, der begge er symmetriske og positivt definite.

er henholdsvis Cauchy's og Green's defor-

Af (A.13) ses, at CKL kan betragtes som den metriske ten—

sor svarende til den deformerede tilstand til tiden +t , hvilket

vil sige, at vektorerne QKdXK deformeres over i ngXK . idet
der refereres til samme kooxdinatsystem .
I en stiftlegemebevagelse galder der for alle materielle

punkter:
ds? = das? (A.14)

Differensen ds?-dS? er derfor et madl for deformationen
ved en given flytningstilstand. Denne deformation kan angives
ved hjelp af Lagrange's tgjningstensor EKL eller Cauchy's

tginingstensor e som defineres ved

kL’

gs®-as? = 2E,. axfaxt = 2ze,, dxfax* (A.15)

KL k&

Ved indsattelse af (A.7) og (A.13) i (A.15) fés:

_ 1 _
Exr, = 3¢k Gy (.16)

Ved multiplikation med den kontravariante metriske tensor

GRK fis:




R _ 1,.R_.R

EL = Z(CL GL) (A.17)
idet

RK G,. = &% (A.18)

eR® CGgp, L

Tilsvarende fds ved benyttelse af (A.8), (A.12)og (A.15):

- 1 -
ey = 249 " ke (A.19)
og
r - lsxr_x
e = 2(62 Cz) (A.20)
af (A.15) fas
k L
9% 9X
B = e L£a g8 (a.21)
KL k4 BXK BXL
og
X L
X BX
e = E _fa (A.22)
kL KL axk le

Komponent (k,%2) af Cauchy's spandingstensor 6k2 angiver den
%'te komponent af spandingsvektoren gk virkende p& den po-
sitive side af den k'te koordinatflade:
ok o okt 9, ' (2.23)
Idet dak og dAK angiver arealer i henholdsvig den defor-
merede og udeformerede tilstand, definerer udtrykket
k K

of day = T aa, (A.24)



en transformeret spandingsvektor EF hgrende til punktet =x ,
men refererende til det udeformerede areal dAy i punktet X.
Man kan vise, at

dak = J % da. ’ (A.25)
hvor J er Jacobi-matricen for transformationen
k

X = XK (A.26)

Substitueres (A.25) ind i (A.24) fés:

. K
= gt A LK (a.27)
3%
™ = g 33; o¥ (a.28)
3%

Indsattes (A.23) i (A.28) fas:

K _ I ke LKL
T o= J ;;K ¢t g, = T g, ; (A.29)

hvor TK2 betegnes Lagrange's spandingstensor. Komponent
(K,2) af TKl angiver den &'te komponent af den transforme-
rede spandingsvektor EF virkende p& den positive side af den
K'te koordinatflade.

Af (A.13) féas:

(ol

_ 3%
g, = —1 S ‘ (A.30)
ax

som indsat i (A.29) giver

K axX ax” kg
= IdxT9 &
ax "~ 3X
KL 2x" KL '
- RN (2.31)




TKL er

angiver

side af
TKL

en base

oKL

K

KL

Piola-Kirchhoff's spendingstensor, hvor komponent (K,L)
den L'te komponent af EK virkende pa den positive
den K'te koordinatflade.

er en konvektiv spandingstensor, idet den refererer til

EL , som fglger med deformationen.

Cauchy's spzndingstensor angiver spandingerne pi
faste rumlige flader oplgst efter faste rumlige

retninger.

Lagrange's spendingstensor angiver de transforme-
rede spandinger pZ faste materielle flader oplgst
efter faste rumlige retninger.

Piola-Kirchhoff's spandingstensor angiver de trans-
formerede spandinger pd faste materielle flader
oplest efter faste materielle retninger.




APPENDIX B

Cauchy's teorem om invariantfunktioner

Hvis F(Vf, Vg, cee 2 Vﬁ) er en skalarfunktion af et system
af n vektorer, og hvis denne funktion F endvidere er in-
variant over for stiftlegemebevagelser, da kan F reduceres
til en funktion af vektorernes langder, af deres skalarproduk-
ter to ad gangen, og af determinanterne af vektorerne tre ad
gangen.

APPENDIX C

v

Forskellige udformninger af de konstitutive ligninger for

hyperelastiske materialer

Et materiale siges at vare hyperelastisk, hvis det besidder en

tgjningsenergi I af formen

4
Z(XKI xkl gkl gI]:' o)) QK, a_XI,E) v (c.1)
3xX

e}
I

sdledes at

£ 3 k (c.2)
pO

Stgrrelserne i (C.1) er angivet i Afsnit 2.3. Prik-notatio-
gt er
Cauchy's spandingstensor, og di er deformationshastigheds-

nen angiver differentiation med hensyn til tiden +t .

tensoren.




Ved brug af det grundlaggende udtryk (C.2) far man:

k2 o 3L =
g a = S =2 C
ki po BCKL KL
= p 3L =
= 2 2 2~ g
po BCKL KL
k A
_ p 3% 3K B8x
= 2 i weene —_— — d (C.3)
% 3Ckp,  axF axt Kt
Heraf fir man for arbitrar dki Boussinesg's form med
variable CKL og EKL H
sk~ , o n ax ax’
Po ¥Ckr axt ax”
k 2
- 2z X 939X (c.4)

Ved benyttelse af henholdsvis Lagrange's spandingstensor

TKK og Piola-Kirchhoff's spandingstensor TKL far man de to
Kelvin-Cosserat-former:
KL 3z axz
o = SE g (C.5)
KN 38X
™ - BE (C.6)
KL

ved tilsvarende omregninger kan udledes en lang rzkke af ud-
tryk, hvoraf enkelte skal navnes.

Neumann's form:

kK _ o 2 ox* (©.7)
: .

fo a(axt/axt) axk

Kirchhoff's form:

TK = -—+K— ‘ (C.S)
3 (ox"/3X™)




K
- B P N > S (c.9)

Po 3 (3x%/3x%) ax®

k P aCmn axK

(C.10)
2 o acmn a(aXK/Bxk) axZ




APPENDIX D

Raekkeudvikling af de konstitutive ligninger

De konstitutive ligninger givet ved (4.1) eller (6.6) kan rak-

keudvikles p§ flere mader.

I Afsnit 4.2 er der foretaget en

direkte udvikling af Z(IE, IIE’ IIIE) i invarianterne. En
anden fremgangsmide er at benytte (4.1) som udgangspunkt:
x _ 9L(Ig IIg,IITy) E
T = ‘
L BEL i
K |
_ ar CRi 3% aIIE+ gy  OIII 5.1)
I L 3IL L 3ITT L .
E SEK ESEK E SEK
Ved hjalp af resultaterne i Appendix E fis:
K _ 3% (K 3T, K__K
L = 3z % % 9rT (Tg 8 —Ep)
E E
D) K K K _N
¥ty ¢ (e %y Te Fp tEy B
3z 3L 3z X
= (= + I, + IT_ )¢S
] E SIIE B BIIIE E'L
3z 3 K 9z K _N
- + YE. + E.E
BIIE 8IIIE L aIIIE N TL
_ K K K _N
= A, 80 + A, EC + A, Eg Ep (D.2)
Problemet er herefter blot at rzkkeudvikle Ao, A, o9 A2 til
henholdsvis 2., 1. og 0.orden i invarianterne for EK idet

L 7

de konstitutive ligninger altid kan reduceres til formen (D.2)




ved hjzlp af Cayley-Hamilton's formel:

K _R _S K _R K - '
Ep Eg Ef = Igp By By + IIp Ep - IIIp & = 0 (D.3)




APPENDIX E

Partielle afledede af den Lagrange'ske t@gjningstensors

invarianter

.M _ M _N
I, = E; = 6N Ey (E.1)
M _N
3Ty 38y Ey) M N K _ K
— = T, GN . & = 3§ (E.2)
3E 3E LM L
K K
Den Z.invariant xIE H
- 1.N_§ 5 N
1, = 2(EN EJ - Ey Eg)
_ 1,.N 8 _M__S _N
= 2(EN S ES Eg ES) ‘ (E.3)
JII
E _ 1 N S M., K_ .8 . K_N_ _5 . N.,K
T~ 32y Sy 8y 85 — 8 8y Bg - Ey &y &)
oE
K
_ 1,8 K _ K - K__X
= (2B 8¢ = 2Ep) Ip 8p —Ep (E.4)
Den 3.invariante IIIE :
- R _1 MNS _P _Q_R
III; = det(Ep) = 37 & o r Eu Ey Eg
_ 1 .M N .S M N .S M N .5
= 3!(6P SQ GR + GQ SR 5P + 6R GP 6Q
_ M N . _ M N .S _ M N .S _P_0_R
GP 8 GQ 6R GQ 6P GQ GP 6R)EM EN ES (E.5)
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