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RESUME

Denne rapport behandler teoretiske undersggelser af stabiliteten,
specielt kipstabiliteten, af betonbjalker. Undersggelsen har med-
taget de indvirkninger pd& kipstabiliteten, som betinges af betonens
specielle materialeegenskaber: ringe trakstyrke med heraf fglgende
revnedannelse, krum arbejdslinie og krybning.

I kapitel 2 gives en historisk oversigt 6ver de arbejder, der er
udfgrt med henblik pé& teoretiske og eksperimentelle undersggelser
af kipstabilitet af betonbjzlker.

Herefter gives en generel beskrivelse af stabilitetssvigt og stabi-
litetskriterier, samt en indplacering af initialstabilitetsteorien,
som anvendes 1 denne rapport, i den generelle stabilitetsteori.

Kapitel 4 behandler den matematiske formulering af stabilitetspro-
blemet ved anvendelse af energikriteriet, medens kapitel ‘5 beskriver
de forskellige bjzlkestabilitetsproblemer:  sgjlestabilitet, vrid-
ningsstabilitet og kipstabilitet. '

I kapitel 6 omtales randbetingelser, beregning af tvarsnitskonstan-
ter og forskydningscenter, samt opstilling og lgsning af stabilitets-
egenvardiproblemet.

I kapitel 7 sammenlignes beregningsmetodens resultater med forsggs-
resultater. Endvidere gennemgds en rzkke beregningseksempler, hvor
forskellige arbejdskurver, randbetingelser og belastninger er an-
vendt. Effekten af forspanding og medtagning af hvalvningsstivheden
i beregningerne er ligeledes undersggt i kapitel 7.
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1. INDLEDNING

Beregning af betonbjalkers kipstabilitet er et omrdde, som i de
senere 3r er blevet mere og mere aktuelt pd grund af udfgrelsen
af stadig spinklere og slankere konstruktioner betinget af en
bedre udnyttelse af materialerne, samt en stadig forbedring af
disse materialer. Risiko for kipning er derfor i stigende grad
et problem, som m& tages-i betragtning ved dimensionering af
betonbjelker. Specielt i montagesituationen for slanke, prafa-
brikerede spandbetonbijalker, hvor disse kan vare wireophangte
eller provisorisk afstivede, er en undersggelse af kipningen
relevant, idet den st@grre frihed, som understgtningsbetingelser-
ne i disse tilfelde giver bjazlken, forgger faren for kipning.

For bjazlker med tyndfligede tversnit og line®relastiske materia-
leegenskaber findes der udmerkede og rimeligt ngjagtige formler
til beregning af kiplaster. Anvendes disse formler uden korrek-
tioner til beregning af kiplaster for betonbjzlker, fas verdier,
som er alt for store og dermed pad den usikre side. En mere ngj-
agtig beregning m& derfor tage hensyn til betonens og armerin-
gens specielle materialeegenskaber, herunder krumme arbejdslinier,
revnedannelse, svind, krybning og relaksation.

I litteraturen er angivet en lang rakke tilnarmelsesformler og
beregningsmetoder, som for specielle belastningssituationer og
understgtningsbetingelser tager hensyn til nogle af de navnte
materialeforhold for beton og armering. En kontrol af rimelig-
heden af de gjorte tilnzrmelser og antagelser i disse formler
kan foretages ved forsgg eller ved sammenligning med en mere
ngjagtig beregningsmetode, idet stabilitetsfors¢gg er meget van-
skelige at gennemfgre.

En sddan beregningsmetode, hvor der tages hensyn til krumme ar-
bejdslinier, revnedannelse, svind, krybning og relaksation, op-
stilles i denne rapport. Beregningerne kan gennemfgres med meget
generelle belastningsopstillinger for gaffeloplagte eller wireop-
haengte bjzlker.

Det har endvidere varet hensigten at opstille en beregningsmetode,



som kan anvendes i specialtilfelde, hvor de tilnzrmede metoder

er uanvendelige.



2. HISTORISK OVERSIGT

Kipstabilitetsproblemet blev fgrste gang behandlet i en afhand-
ling fra 1899 af Prandtl [Prandtl.99-1], hvor han betragtede
bjelker med smalle, rektangulazre tversnit af linezrelastisk

" materiale. Prandtl's teori blev af Timoshenko i 1910 udvidet

til at gzlde for dobbeltsymmetriske I-tversnit [Timoshenko.10-11,
inden Vlasov's hvalvninggteori {viasov.40-1] i 1940 gjorde det
muligt at opstille kipstabilitetsligningerne helt generelt for
tyndfligede bjalker af linearelastisk materiale, se f.eks.
[Timoshenko.61-1], [Kollbrunner.61-2] og [Blirgermeister.66-11].

For betonbjelker gzlder forudsatningerne om tyndfligede tvarsnit
og line@relastiske materialeegenskaber ikke, men da teorien for
bjzlker med disse egenskaber er rimeligt afklaret, er det natur-
ligt, at de fleste arbejder vedrgrende kipstabilitet af beton-
bjalkér tager deres udgangspﬁnkt i denne teori. De fgrste arbejder
»sigtede imod at tilvejebrinée simple og praktisk anvendelige kri-
terier for, under hvilke omstandigheder en betonbjalke kan an-
tages sikker imod kipning. For at opfylde‘kraﬁene til simpel ud-
formnlng og praktisk anvendelighed af formlerne var man tvunget
til at benytte ret grove tllnarmelser Lebelle. [Lebelle 59-11
betragter kun fuldt forspandte bjzlker, hvorved han undgar pro-
.blemerne i forbindelse med betonens revnedannelse, medens han
kompenserer for betonens ikke-lineare materialeegenskaber ved at
benytte en. reduceret eiasticitetsmodul, som afhanger af belas£~
ningens varighed, trykstyrken og spazndingen i det betragtede tvar-
snits mest trykkede fibre. Tvarsnitskonstanter galdende for hele
vbjalken beregnes for bjalkens hirdest pavirkede tversnit. En sum-
marisk beskrivelse af de vesentligste afsnit i Lebelle's arbejde
er foretaget i [Muller.62-1]. Pettersson tPettersson.60—1] sexr
ligeledes bort fra revnedannelsen og de ikke-lineazre materiale-
egenskaber. Endvidere negligerer han elasticitetsmodulens afhan-
gighed af belastningen, idet han benytter en reduceret E-modul,
‘som’ kun afhanger af betonens trykstyrke. P& grund af E-modulens
uafhangighed af belastningen kan kiplasten bestemmes uden itera-

tion, men til gengazld opn&r han kun en skgnsmessig bestemmelse.



Samtidig med disse forsdg p& ad teoretisk vej at tilvejebringe
simple kiplastformler, foregik der en rzkke eksperimentelle stu-
dier af problemet, se [Vasarhelyi.54-1],[Smith.58~1],[Hansell.
59-21,[BRS.59-3],[Siev.60-2],[Podolny.61-3] og [Sant.61-4].
disse referencer fremgdr det, at der er store vanskeligheder med
at tilvejebringe rimelige fors¢gsbet1ngelser. Det er isar kraft—
pafgrelsen, som volder problemer, idet det er vanskeligt at pa-
fgre denne pé en tilstrazkkelig kontrolleret made uden samtidig
at pafgre bjelken forskellige utiléigtede afstivninger. De ud-
fprte forsdg viser samstehmende, at de forskellige landes normer
og de beregﬁingsformler, som man igvrigt betjéner sig af, er o-
'verordedtlig konservative. Antallet af publicerede'fors¢g er
meget rihge, hvilket kan skyldes dels de store vanskeligheder
ved forsggenes gennemfgrelse, dels at man endni ikke har erkendt
et tilstrazkkeligt behov for en lgsning af denné type af stabi-
'11tetsproblemer ved betonbjelker Tilfgjer man f¢lgende referen-
cer til de alleredé navnte, har man en nasten fuldstandlg liste
over de hidtil udfgrte og publlcerede klpnlngsfors¢g med beton-
"bjalkef: [Massey.67—1];[Méssey.69—1],[Frenzel!76~1] og [Jensen.
78-11. De fleste”af de eksperimentelle arbejder er ledsagede af
forsgg p&idpétilling af tilnarmede kiplastformler, som sgger at
beskrive de resultater, der er opndet ved forsggene. De fleste
af disse formler er meget specielle med starkt begransede anven-
delsesomréder og kan i mange tiifalde kun give gode resultater
“for de forsggsbjzlker, som de er opstillet p& grundlag af.

I [siev.60-2],[Massey.67-1] og [Nowak.71-1] forsgges ﬁofmlerﬁe
forbedrede ved at medtage bidrag fra armeringén Ved béstemmelsen
af b¢jn1ngsst1vheden om tversnittets lodrette akse og i {Hansell.
» 59~2] ved kun at medtage betontrykzonen ved beregnlngen af tor-

. sionsstivheden. Endvidere sgges der i [Massey.67-1] opstlllet og
medtaget et udtryk for tvarsnittets hvelvnlngsstlvhed ‘

P& teoretisk grundlag opstilles i [Rafla.69-2],[Rafla.73~ 1],
[Rafla.73-2],[Rafla.75-1],[Jeltsch.71-2],[Stiglat.71-3],[Hansen.
71-4]1 og [Kreuzinger.74-1} tilnazrmede udtryk for kiplasten af
betonbjelker. Rafla tager hensyn til bidrag fra armeringen bade



ved bestemmelsen af bgjningsstivheden og torsionsstivheden, hvor
sidstnavnte stgrrelse bestemmes pd basis af hele tvarsnittet. Ela-
sticitetsmodulen sattes lig med en middelsekantmodul bestemt pé&
grundlag af spandinger og tg¢jninger i tvaersnittets mest trykkede
fibre. Jeltsch anvender en middeltangentmodul for hele bjalken

og kan tage hensyn til forskellige belastninger og understgtnings-
betingelser. Stiglat og Hansen opstiller begge forenklede udtryk
pd basis af [Rafla.69-2]. Grundlaget for Rafla's arbejde er
[Rafla.68-1], hvori der beskrives en mere ngjagtig metode til
kiplastbestemmelse, som derfor uundgdeligt kraver stgrre bereg-
ningsarbejde. Den elastiske tg¢jningsenergis anden variation, som
han benytter som stabilitetskriterium, minimeres ved en Ritz-metode
og giver herved den sggte kiplast. De i energifunktionalen ind-
gdende bpjnings- og torsionsstivheder modificeres tilnarmet under
hensyntagen til betons ikke-lineare arbejdskurve ved opdeling af
tversnittene i delomr&der. En fremgangsmdde byggende pé& disse

principper er anvendt i [Laursen.77-1].

Mehlhorn, se [Mehlhorn.70-1],[Mehlhoxrn.70~-21,[Mehlhorn.73-3] og
[Mehlhorn.74-2], tager direkte hensyn til betonens ikke-lineare
arbejdskurve, hvilket giver meget omfattende beregninger, og han
begranser sig derfor til at betragte bjazlker med konstant moment,
hvorved de belastningsafh@ngige tvarsnitskonstanter bliver de
samme i alle snit. Endvidere tages hensyn til tversnitshvalvnin-
gen, hvorimod der ses bort fra revnedannelsen, idet der kun be-
tragtes fuldt forspazndte spandbetonbjzlker. I sarskilte artikler
er omtalt en razkke af de delproblemer, som Mehlhorn og hans med-
arbejdere ved Darmstadts tekniske Hgjskole arbejder med, se
[Mehlhorn.71-5], [Mehlhorn.72-1],[Mehlhorn.74-3] og [Link.74-41.

Det er i mange tilfalde tilstrakkeligt at anvende tilnarmede
formler ved kiplastberegninger, men i enkelte ekstreme tilfalde

er en mere ngjagtig beregning helt ngdvendig. Et s&dant tilfalde
er refereret i [Alsen.74-5] og [Mehlhorn.74-6], hvor to 80.0 m
lange spandbetonbrodragere skulle monteres som svavefag. Konstruk-
tionshgjden var 5.30 m, kropsbredden 0.25 m, overflangen 2.75 m

og underflangen 0.75 m. Den mest kritiske situation i montagefor-



lgbet var efter, at bjalkerne var bragt pé& plads, men inden tver-

afstivningerne imellem dem var etableret.



3. STABILITET

I dette kapitel er det hensigten at give en bred beskrivelse af,
hvad man forstdr ved stabilitetssvigt, samt omtale principperne
i forskellige stabilitetskriterier. Beskrivelsen har endvidere
til formil at indplacere initialstabilitetsteorien, som vil bli-
ve benyttet i denne rapports fglgende kapitler, i en stgrre sam-
menhang. ) e

3.1 Perfekte, linearelastiske systemer

Stabilitet af et system i 1ige§agt er grundlaggende et dynamisk
fenomen, og det mest generelle kriterium til afggrelse af denne
stabilitet er det dynamiske stabilitetskriterium: Hvis smd per-
turbationer ud fra en given ligevagtstilstand fordrsager en
bevagelse, som divergerer fra den betragtede ligevagtstilstand,
er tilstanden instabil. Opst&r der derimod oscillationer omkring
ligevaegtstilstanden, er den stabil.

Anvendelsen af det dynamlske kriterium er ofte forbundet med
‘meget store matematlske nroblemer, og for konservative systemer
anvender man derfor i stedet det statiske kriterium eller ener-
gikriteriet. Det statiske kriterium udsiger, at den kritiske be-
lastning er den mindste belastning, ved Hvilken der foruden den
forelagte ‘ligevegtstilstand findeé en anden mulig ligevagtstil-
stand. Denne grendeling af belastnings-flytningskurven giver an-
ledning til navnet: bifukrcation buckling, se figur 3.1, og den
kritiske belastning svarer.til bifurcationspunktet, som angiver
overgangen  fra det stabile til det instabile omrdde: for den
‘udeformerede ligevagtstilstand. For belastninger stgrre:end:den
kritiske belastning vil den udbgjede ligevagtstilstand vare stabil
svarende til den pi figur 3.1 viste kurve.
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Fig. 3.1: Bifurcation af en.linearelastisk sgjle.

.Er flytningerne fgr grenpunktet_sé.smé; at man kan benytte den

- udeformerede tilstand som ligevagtstilsténd, taler man om initial
.buckling, hyilket netop er den typelaf‘stabilitetsproblemer, som
‘behandles i denne_répport.

For elastiske og dermed konservative systemer eksisterer der en
potentiel energi, og en-tilstrazkkelig betingelse for stabilitet
af en given ligevagtstilstand er, at denne potentielle energi
"har et minimum i ligevagtstilstanden. Den kritiske belastning
er derfor den mindste belastning, .ved hvilken systemets samlede
potentielle energi: ikke' langere har. et egentligt minimum i lige-
" vegtstilstanden.

For konservative systemer fgrer energikriteriet, henholdsvis det
statiske kriterium, som begge kun har mening for s&danne systemer,
til samme resultat som det dynamiske kriterium. Endvidere kan man
opfatte energikriteriet og det statiske kriterium som &kvivalente,
idet de differentialligninger, som man finder ved anvendelse af



det statiske kriterium, er identiske med de Eulerske differenti-
alligninger for det variationsproblem, som energikriteriet kan

reduceres til.

3.2 Imperfekte, linearelastiske systemer

Ovenstiende er der kun omtalt perfekte systemer i modsztning til
imperfekte, hvor der for alle vardier af belastningen er en enty-
‘dig sammenhang mellem belastning og flytning, se figur 3.2.
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/ \IMPERFEKT S@JLE
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1
U,
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Fig. 3.2: Linezrelastisk s¢jle med initielle udbgjninger.

Det er dog vanskeligt at tage korrekt hensyn til denne sammen-—’
heng, idet flftningétilstanden ved imperfekte systemer afhanger
af en initiel flytningstilstand, som ofte ikke er kendt. Dette
har isar betydning Qed mindre belastninger, hvorimod flytnings—
tilstanden for h@jere belastninger vil narme sig asymptotisk til
kurven for de perfekte systemer, se figur 3.2. ' »

I modsatning til de perfekte systemer, som resulterer i egenverdi-
problemer for linezre differentialligninger, forer de imperfekte



- systemer til sadvanlige spandingsproblemer for ulinezre diffe-
rentialligninger. De kan derfor ikke.opfattes som stabilitets-

problemer i sadvanlig forstand.

3.3 Systemer med elastisk-plastiske materialeegenskaber .

I de foregdende afsnit er der kun betragtet linearelastiske .. .
systemer, hvilket ikke er tilstrakkeligt.ved behandlingen-af .
betonbjelker, som udviser elastisk-plastiske materialeegenskaber.
I dette afsnit vil der derfor blive beskrevet stabilitetsproble-
mer for systemer med sadanne materialeegenskaber. For simpelheds
skyld vil beskrivelsen basere sig pd s@jleproblemet, idet prin-
cipperne let kan overfgres til “andre typer af stabilitetsproble-

mex.

Den fgrste elastisk—plastiskgibehandlihglaf spijlestabilitetspro-
blemer blev foretaget i 1889 af'Engesser [Engesser.89-1], som
foreslog, at man.erstattedé¢elésticitetsmodulen i Eulers s¢gjle-
formel med tangentmodulen for et ikke-linearelastisk materiale.
Herimod indvendte man [Yasinski.95-1], at fibrene i s¢jlens kon-
vekse side ved begyndende udb¢jning ville aflastes og derfor
arbejde med den oprindelige elésticitetsmodul. Engesser forbed-
rede herefter sit forslag ved at indfgre en reduceret elastici-
tetsmodul [Engesser.95-2]. Denne teori, som idag betegnes
Engesser-Karmin teorien, idet Karmd@n underbyggede den med forsgg
og beregninger [Karmdn.10-2], giver, som man kunne vente, stgrre
kritiske ‘verdier end Engessers oprindelige teori: :
Begge de ovennavnte teorler forudsatter,‘at den betragtede sgjle
forbllver retllnet, 1ndtll den kritiske laét nés,'hﬁofeftér ud-
bgjningen indtrader. Dette krav fgrer imiaiértid som vist af
Shanley, se [Shanley 46-11 og. [Shanley 47-11, til en modstrld
.1det s¢jlen n¢dvend1gv1s m& begynde 51n udb¢jn1ng ved den af
’Engesser oprlndellgt foreslaede krltlske last 1det der i 1n1—‘
tialtilstanden ikke forekommer aflastnlng. Efter uéb¢jnin§ens
- indtraden vil sgjlen ‘arbejde med den reducerede elasticitets-
"modul, som stabiliserer sgjlen, s8ledes at lasten kan @ges. yder-



ligere. Med stigende belastning nermer belastnings-udbgjningskur-
ven sig asymptotisk til den kritiske belastning bestemt efter

Engesser—-Karmédn teorien, se kurve I figur 3.3.

Ap L
r | ENGESSER - KARMAN —
PK - J— pu——
L, i g
PE P

ENGESSER

v

Fig. 3.3: Kritiske belastninger for elastisk-plastiske sgjler.
Forhindres sgjlen i at bdje ud, indtil belastningen PiII nas,
vil sgjlen fglge kurven III ~og ikke fglge den oprindelige
Engesser kurve I. Dette skyldes, at udbgjningen medfgrer aflast-
ning af visse tvarsnitsdele med heraf f@lgende a@ndring af elasti-

citetsmodulen. Det initielle stabilitetsbrud kan derfor indtrade
) II
K
holdsvis den nedre og den ¢vre kritiske belastning. Man kan heraf

for en vilké&rlig belastning mellem P; og . P,7, som betegnes hen-
konkludere, at en initialstabilitetsberegning pd den sikre side
m& basere sig p& den nedre kritiske last.

De hidtidige betragtninger i dette afsnit har forudsat, at syste-
met er perfekt, samt at der optrader plastiske tgjninger, inden
den kritiske last néds. Er systemet derimod imperfekt, f&s et for-

1gb som vist p& kurve I figur 3.4, hvor toppunktet SI kan de-

fineres som systemets stabilitetslast, medens BI angiver brud-

punktet. Kurve II p& figur 3.4 svarer til et perfekt system, hvor
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v

Fig. 3.4: Perfekte og imperfekte elastisk-plastiske sgjler.

der fgrst optrader plastiske tgjninger i det postkritiske omradde.
Kurverne . ITI - og IV svarer til henholdsvis. et perfekt og im-~
perfekt, elastisk system. !

P& baggrund af de gjorte betragtnlnger kan man derfor’ pd& den sik-
're side beregne initielle stabilitetslaste ‘ved brug af den oprin-
delige Engesser-teori. Da der i denne formulering ikke forekommer
“aflastning, kKan man betragte materialet som'ikke—lineérelastiskf
Dette giver den fordel, at energikriteriet‘kan anvendes til op-
stilling af initialkipstabilitets?roblemets egenvardiproblem,‘
hvilket er foretaget i naste kapitel.
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4. DEN MATEMATISKE FORMULERING AF STABILITETSPROBLEMET VED
ANVENDELSE ‘AF ENERGIKRITERIET

I dette kapitel vil det i kapitel 3 omtalte energikriterium bli-
ve benyttet til formulering af det egenverdiproblem, som beskri-
ver kipstabilitetsproblemet. Til belysning og anskueligggrelse
af energikriteriet vil det fgrst blive benyttet p& en simpel
kvadratisk funktional. A

4.1 Simpel energifunktional

Den potentielle energi for en given konstruktion eller for et
givet konstruktionselement tankes angivet ved en kvadratisk
energifunktional 1I(u) af formen:

I(w =%BT§E-£T£ ' : (4.1)
hvor u er en vilkdrlig knudeflytningsvektor, K er systemets
“stivhedsmatrix og f er belastningsvektoren.

I variationsregningen er det vist, at I(g)ier stationar, hvis
fglgende ligning, som betegnes Eulers ligning, er opfyldt:

[5:]E=Ho =0 ‘ (4.2)

Anvendes ekstremumsbetingelsen (4.2) p& (4.1), f£8s systemets
1igevagtsligninger:

=

Ku-£=0-=

=

u,=£ (4.3)
Hvis energifunktionalen (4.1) antager en stationar verdi, har
man derfor en ligevagtstilstand, og sp¢rgsmale£ er nﬁ, om denne
ligevagtstilstand er stabil. Til dette formdl undersgges funk-
tionalens variation i narheden af ligevagtstilstanden, som sva-
rer til u = Y, - Der benyttes flytninger af typen »

u=uyteyv , (4.4)
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hvor v er en virtuel flytningsvektor, medens e er en arbi-
traer skalar. Flytningsperturbationer af typen (4.4) betegnes

svage variationer.

Indsattes (4.4) i (4.1) fés

I(EO*'EX)

= %(BO'FEV)T Kluy+ev) - (ug+ ey)T f

= (G ugEug-ug £+ e K-y )

+ 5’ v'Ky

= Il(u,) + s(yTégo-zT@? Je*v Ky

= I(EO) + 81 + SZI ) (4.5)

Fra kapitel 3 vides, at I(u) i en ligevegtstilstand har et mini-
mum, hvorfor der galder:

' 2
I(EO)S I(go)+ §I + &°%I
=8I + §%I > 0 (4.6)

Da K for enhver stabil ligevagtstilstahd er positiv definit,
gelder der altid for den kvadratiske form &2I:

T

8%2I = 5¢e’v

=

v >0 : " (4.7)

=

Da € kan‘valges érbitrart, kan (4.6) derfor kun oprldes, hvis
dén fgrste variation 61 antager vardien O. »

T T

ST =0=c¢ V'K

—~

- £) - (4.8)
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§I = 0 giver i overensstemmelse med (4.3)  -ligevagtsligningerne.
Af (4.8) f&s endvidere ligevaegtsligningernes Galerkin-form eller
det virtuelle arbejdes princip:

T
v

ke

EO-XT£:0 ' (4.9}

ved brug af (4.6) og (4.8) kan stabilitetskriteriet for en given
ligevaegtstilstand nu angives ved et krav til den anden variation
§21:

8§21 > 0 , (4.10)

Brugen af svage variationer (4.4) er ved de fleste anvendelser
tilstrzkkelig, og man opné&r derved, at stabilitetskriteriet
(4.10) kun inkluderer den anden variation &§2?I og ikke varia-

tioner af hgjere orden.

Ifglge (4.10) er den betragtede ligevagtstilstand instabil for
§%I < 0 ' ’ : : (4.11)

Grensetilstanden eller den kritiske tilstand f&s derfor for

2 T

621= z

=

€ v=0 SRR (4.12)

N

It

med den tilhgrende Galerkin-form

T
v

=

v=0 (4.13)

og stabilitetsligninger

1=

v=0 ' (4.14)

(4.13) og (4.14) udgpr to forskellige formuleringer af det egen-
vardiproblem, som beskriver den kritiske tilstand.
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Man kan ofte skrive

(4.15)

Jixt
It
[
i
>
(o

hvor A angiver egenverdier, som afhangig af problemets karak-
ter kan vare en kritisk normalkraft, moment, lastparameter eller
lignende.

" Af (4.13) og (4.15) f£as
T

A= T (4.16)

i<
i
1<

1<
o
1<

Af (4.14) og (4.15) fés
(A-2AB)v = 0 = det(A~AB) =0 : (4.17)

Ovenstdende ligninger afspejler den fundamentale egenskab ved
initialstabilitetsproblemer, at de resulterer i egenverdipro-
blemer. Stabilitetskriteriet (4.10) og de ¢gvrige udledelser i

. dette afsnit har ligeledes en mere almen gyldighed end beskrevet
her, hvilket fremgdr af det fglgende afsnit.

2
4.2 8 l-[P for et isotropt, hyperelastisk materiale

Der betragtes et legeme bestlende af et isotropt, hyperelastisk
materiale. For et s&dant materiale eksisterer der en tgjnings~
energi, som er givet ved

Ay = jw(eij)dv , (4.18)
v
hvor W(eij) er tpjningsenergien pr. volumenenhed.

Legemet t@nkes pa&virket af massekrafterne oft pr. volumenenhed
og overfladekrazfterne pl pr. arealenhed. Disse krazfter udfgrer
“tilsammen arbejdet ‘ ‘ '

_ i i
Ay = ipf u,dv + ip uida, (4.19)
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Idet den potentielle energi 1@, er givet ved tgjningsenergien
minus det arbejde, som de ydre krafter udfdrer pé& legemet, fés:
Iy = Ai - A

fwe, ) - etfuav ~ fplu da ' (4.20)
v 1] . a

Den fgrste variation af (4.20) giver

_ oW _ i i
STy = f(ae.. Geij (8(pfT)u,; + of 5ui))dv
v ij
- f(6piui + piéui)da (4.21)
a

Indfgres definitionen péd tgjningsenergifunktionen W:

ij oW )
ot = s, (4.22)
ij .

hvor o3 angiver spandingstensoren, og antages den ydre be-
lastning konstant i stérrelse og retning:

s(pet) = spt = 0 _ O (4.23)

fés
(i el vaw o folsgl : '

8T, = J (o Geij _’pf Su,)av fpTéuTda o ‘ v(4.24)

' v a .
I ligevagtstilstanden er GHP =0 , og man far

_ (i _oli i dia
81, £(0 aeij pf7du,)dv ip fuda = 0 , (4.25)

som angiver det virtuelle arbejdes princip. Formel (4.25) er
analog til (4.9),hvilket indses ved hj=zlp af fglgende omskriv-
ning, samt Gauss' integralsatning:

ij - ij ij
(o cSui)'j 0,j6ui + ¢ 6Eij

ij = (oi3 _ Si3
=0 Geij (o Gui),j oljdui (4.26)
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Gauss' integralsatning anvendt pd fgrste led pd hgjre side i
(4.26):

f(otIsu,) Lav = [aiv(ctIsu,)av
v 1,3 v 1

= (i3
= [g .du.d 4.27)
i njdu;da (

Indsattes (4.26) og (4.27) i (4.25) fés
_ ij i
81, £6ui(6,j + pEh)av

+ j6ui(pi - oijnj)da , (4.28)
a

som netop er af typen .(4.9).

Af (4.28) fads endvidere ligevagtsligningerne

cig + oft = 0 (4.29)
. 7 . .

med tilhgrende randbetingelser

pi - cijnj =0 : (4.30)

svarende til (4.3).

Ved en undersggelse helt analog til den i afsnit 4.1 foretagne
findes et stabilitetskriterium udtrykt ved den anden variation
af den potentielle energi 6°I, identisk med formel (4.10):

L 8%, > 0 : (4.31)

Ved anvendelse af (4.24) fa&s

-l -
$§ HP = 6(6HP)

- ij _ i _ i
£(6(c Se; ) = S(pf duy))av £a<p 6u;)da
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- ij ije2 - i i ice
£(60 6€ij + 0778 €15 (8 (pf )6ui + pfé ui))dv

- J(éptou, + po?u;)da > 0 (4.32)
a

I lighed med afsnit 4.1 benyttes svage variationer, hvilket vil
.sige flytninger af typen:

toEw, = g, OV . o : (4.33)

Y T Yoi 01 i
Herved fés
su, = el (u.. + ev.)] = ew, = v, ‘
i de 0i i’ " e=0 i i (4.34)
s?u, = 21w +ew)l =0 ©(4.35)
i 2 de 0i i’ “e=0 :

Ved indsattelse af formel (4.35), samt formel (4.235 svarende
til dgdvagtsbelastning i (4.32) £f4s fglgende stabilitetskrite-
rium: ’ ‘ ’

ey = f(sotTse +“gijaz€ij)av >0 O (4.36)

Idet materialet betragtes_sém hyperelastisk,:kan man skrive:

i3
2 _ 30
oy = 1827 s

se.. + otdsze yavs o0 4.37
) Ge, ke €4t O ’ glj) v > ( )

Udtrykkes variationerne . .af réij
posanter Vi far mén ved brug af appendix'A:

ved de virtuelle flytningskom-

Ve iyt vy

o of1 353
8%, = £< (Vk,z

+ oIVP .)dv 50 - (4.38)
110, - :

Formel (4.38) angiver Galerkin-formen af stabilitetsligningerne
for et isotropt, hyperelaétisk_legeme pdvirket af en stationar
belastning.
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4.3 Simplifikation. af stabilitetsfunktionalen

En beregning baseret p& formel (4.38) i afsnit 4.2, som har gyl-
dighed uanset stgrrelsen af. den betragtede ligevagtstilstands
flytninger og t@#jninger, er ikke mulig uden vasentlige indskrank-
ninger i de generelle forudsztninger; som denne formel bygger
pd. Forudsatter man derfor smd flytninger og tgjninger, kan sta-
bilitetsligningerne med god tilnarmelse opstilles for den ude-
formerede tilstand. Denne forudsatning sammenholdt med fglgende
virtuelle flytningsfelt giver den'¢nskede forenkling af funk-
tionalen (4.38).

* Virtuelt flytningsfelt

u =w- u'y - v'z - 0'¢ (4.39)
qu= u- 06(z- zF) . ) v o v » (4.40)
w, = v+ oly-yp) (4.41)

hvor (u,v) angiver forskydningscentrets flytning i tvarsnittets

plan, w angiver flytningen af koordinatsystemets origo ved

hvelvningsfrit tversnit, ¢=¢(y,2z) angiver tversnitshvalvningen

for en enhedsvridningsvinkel pr. langdéénhed 8" ='1'; og (yF,zF)
~angiver forskydningsqentrets koordinater.

-

z

Fig. 4.71: Det benyttede koordinatsystem og de anvendte virtuelle
flytninger. ‘
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Formel (4.39).fremkommer pd fglgende made

o
i

g ~ u'(y-yF) - v'(z- ZF) - 8'p

wp + u'yp + vizg - u'y - vtz - 8'¢

w-u'y -v'z<ole (4.39b)

Il

hvor de konstante led w_ + u'yF + v'z

F netop giver flytningen

F
w - af origo.

Formlerne (4.39) - (4.41) er analoge til Vlasov-bjalketeoriens
forudsatninger.

Formlerne (4.39) - (4.41) givér anledning til fglgende virtuelle
vt¢jninger:

€y = w' - u"y - v'"z - 8"0 (4.42)

ey =€, = vz =0 ; (4.43)

xy %(aiyx * Z_I:{X)
= %(—u'-e'%% +ut-8t(z-zy) = - g0t ((z-zp) + 3Y)  (4.44)
= Hvr-edu vrrety-yy) = Tot (ty -y -39 (4.45)

3z

Af (4.39) - (4.41) ses endvidere, at flytningsgradienterne

9 auz
75? ==z =0 (4.46)

Da formel (4.43) giver, at

g, =0_ =0 =0 (4.47)
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kan (4.38) med de navnte indskrankninger skrives, idet o¢ = ¢

X
og € = €
2 3o Bﬁ? 2 Zy 2
2
‘SHP‘[((&-_‘L")E ol + (5P
v 2
90 du_ du Ju_ 3du
+2 2 €2+ 20 (E X+ 2 Z)
a{e_ ) X xy'\ 9x 93y X 3y
xy' %
90 u ou du_ du,
+2 X2 2 4 20 (w2 =X+ X 5))dv > 0 (4.48)
(e ) XZ Xz \ 9x Z 9x 9z =
Xz % )
Stgrrelserne €gr (Exy)l og (exz)ﬂ angiver de virkelige tgjnin-
ger svarende til ligevagtstilstanden, medens g, Exy og €., er

‘virtuelle tgininger.

I det fglgende betragtes de enkelte led i formel (4.48) med
henblik pd at omskrive og reducere formlen til et mere anvende-
ligt udtryk.

1. led i formel (4.48):

[+ oyetav = [(B (e,) +oletdv , (4.49)
2 v ‘ .

idet der galder

(4.50)

hvor Et(el) angiver tangentelasticitetsmodulen.
Benyttes (4.42) fés
I(Et+ o) (w' - uny_ vz - 8") 243v
v
= J'(Et+ o»)'((wi)Z + y2 (un)z + zz (v||)2+,.p2(eu)2
v

- 2(yun+zv"+(pe")w| + 2(sz"+y(pe")u"

+ 2 zpo"v")av ©(4.51)
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Benyttes koordinatakser svarende til hovédakserne’gennem det
clastiske tyngdepunkt bestemt af vagtfunktionen (Et(s£)+-c(el))

f&r man
J(E +o)yu"w'dv = fu"w‘f(Eti-o)y da dx
v X A

= fu"w'-0d8x =0 , (4.52)
% :

~hvor tvarsnitssegmentet dA = dy dz.

Tilsvarende féas
f(Et+-c)zv"w'dv = I(Eti-c)yzv"u"dv = 0 (4.53)
v v

Svarende til Vlasov-teorien er der mulighed for at valge en
normaliseret hvalvningsfunktion ©(y,z) , sdledes at

JE oy, aa =0 S (4.58)
A

samt
j(Et+-c)ywdA = I(Eti-o)zwdA =0 L c (4.55)
A ' A

VVF¢lgende betegnelser indfgres

(B = ZJ;(Et+c)dA-, | : » e Lo | (4..56)
(E.D), = i(Et+-c)ysz | | “ | ké.$7§)
(B )y = [B ror2an | o .57
(B,I), = Z{(Et;c)mZdA ‘ | (4.58)

¢

Indsattes (4.52) - (4.58) i (4.51) fas

}I{ ((EtA) (w')?+ (EtI)Z(u")2 + (EtI)’y(v") 24 (EtI)(p(e“)z)dx (4.59)
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Byyey ey
Jo (50t + i) av

= fol(u' =8 (z-2,))% + ('v'+8'(y—yF))2)‘dv (4.60)

v
" Idet

fodn =P (4.61)

A

fzoda = M (4.62)

2 v

fyoda = - M, (4.63)

kan (4.60) omformes til

)2+ (v)?) +(e')zfo((y-yF)2+(z-zF>2)aA

X A

- 2(My- Pzp)u'e' - 2(M, + Py )v'e')dx

= 1y 2 1y 2 vy 2y o - g

= i(cIPF)(e Y2+ P((u') 2+ (v')?) 2(My Pz )u'é
- 2(Mz-kuF)v’6')dx ’ (4.64)

‘hvor (GIPF) angiver det polare inertimoment om forskydnings-

centret vagtet med normalspandingen o.

3. led i formel (4.48):

Idet forskydningsspandingerne og o

o
Xy Xz
2re funktioner af forskydningstgjningerne

" f&r man

0xy = 2(Exy) 2)

JLGsec(E

og

antages at vare line-

,(Exy)l og (e ), .

xz’ 2

(4.65)
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Oxz = 2(Exz)stec(gz) ’ (4.66)

hvor Gsec(el) er sekantforskydningsmodulen givet ved
E (e,)
_ "sec'

Gsec(ez) T Z2(1+) ! (4.67)
hvor quc er sekantelasticitetsmodulen og v er Poisson's
forhold.

Idet Gsec er uafhangig af‘ (Exy)l og (Exz)l fadr man
V ny Jacxy ’
2G (e,) = = ; (4.68)
sec % (exy)Z BFEXY)R:
og ligeledes
Oxz -aoxz

2G (e,) = = (4.69)

seCc' g (gxz)z a(exz)l

Man kan derfor i (4.48) benytte fglgende omskrivning:

30 90
J(2~7—3§L— €.+ 222 o )dv
v 9 €xy)SL Xy a(exz)ll, Xz

J46 (=301 (2= 20) + 3) 24 (Jo Uy - v) - 32 Hav
v h4

[0 6o (((z-2p) D2+ (v -yp) - 3§D %) an ax

= i(GseCIv)(e')de I : Lo (4.70)
hvor
_ _ do oy B '
(GsecIV) = icsecuz zF)+3—y)2+ ((y - yg) az)z)dA (4.71)

angiver bjzlkens vridningsstivhed. En anvendelse af (4.71) pi et
simpelt tvarsnit er foretaget i eksempel 4.3.1.

Eksemgel 4.3.1

P& figur 4.2 er vist et tyndvagget, rektangulart tversnit, og
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et koordinatsystem med origo i det elastiske tyngdepunkt og ak-

serne orienteret efter tvarsnittets hovedakser.

RIS
2

Fig. 4.2: Tyndvagget, rektangulart tversnit.
Antages hValvningsfunktionen 0(y,z) ‘givet ved
o(y,z) = - yz ‘ e : ' (4.72)

wkan vridningsstivheden (GsecIv) beregnes af (4.71).

Antages materialet linezrelastisk fés:
Gsec =G = Akonstant ) o 5 ) o (4.73)
og

(Yprzg) = (0,0) (4.74)

Indsattes (4.72) - (4.74) i (4.71) £f&s fglgende udtryk for GI
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t 2
2 2
GI, = G [ J (2y)2%az ay
_t_2 ,
2 2
- s A Eya -1 - 3
= G& 3((2) ( 2) ) §G2t r (4.75)
som er et velkendt resultat.
4. led i formel (4.48):
du, du du, 3u, '
2‘£°xy( 3% 3y | 3% oy )_d",
= 2f(-w'u'fo_ dA + u"u'fyc__da
X P S 4
+ v'u'fzo_ dA + 6"u'fwo__dA
A *Y A X
L —_ .
+ v'@[oxydA + 8 Bf(y. yF)UXydA)dx . (4.76)
Bux
I (4.76) er hvalvningens bidrag til flytnlngsgradlenten -

regnet negligibel.:

Fglgende bemarkninger tjener til en yderligere reduktion af
udtrykket (4.76):

Ved undersggelse af 1n1t1elle instabiliteter kan de for lige-
vagtstilstanden galdende forskydnlngsspandlnger x§ o9 g,

ikke begge vere forskellig fra nul, idet der da ikke vil optra—
de noget stabilifefsprobiem. - B

Ved Euler-sg¢jler er kun de virtuelle flytninger i retning af
mindste bgjningsstyrke aktive, og bade cxy 09 O,

nul. Samtlige led indeholdende 'GXY og 0. eller produkter af

forskellige virtuelle flytninger forsvinder derfor.

er lig med

Ved undersggelse af ren vridningsstabilitetsbrud er kun den vir-
tuelle rotation 6 forskellig fra nul, medens u, v, Oxy og xz
alle er lig med nul. Ved kombinerét Euler- og vridningsstabili-

tetsbrud er én af de to virtuelle flytninger u eler v vinkel-

ret pa bjazlkeaksen forskellig fra nul.
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Ved kipstabilitetsbrud eller kombineret Euler- og kipstabilitets-

brud er u og O eller v og ﬁxy , samt 6 forskellig fra nul.

Foranstdende bemerkninger giver anledning til fglgende reduktion
af (4.76), idet de led, som i alle de navnte tilfalde er nul,

fjernes fra udtrykket, som herefter kan skrives.

2[(v'6fo_ dn + 8'6f(y-yg)o  dR)dx
x A A oy
= 2}{(vver + 8 6£(y—yF)oxydA)dx , (4.77)

_ hvor Qy er forskydningskraften i'y—retninqen.
Tilsvarende fis
au du_ du

au
_ XX, _Y¥Y__ Y
z{lcxz( 5% 55t e )

= - 2j(u'eQz—e'eJ'(z-zF)oxsz)dx S (4.78)
X A

Ved anvendelse af formlerne (4.59),. (4.64), (4.70), (4.77) og
(4.78) f&r man herefter det gnskede simplificerede udtryk for
funktionalen (4.48) og dermed for den generelle funktional .
(4.38):

I W] " u2 ; wy 2
{{((EtA) (w')? + (B, D), (u Y2+ (EtI)y(V )_ + (EtI)@(e )

+ ((Gsecxv')' ¥ (0Ipp)) (82 P((") 2+ (v1)?)

- . | . - T | 1] ]
2(MQZG)'u 2P(zP ?F)u 0 2(MQy6) v.
‘+'2P(YP"YF)V'9'4-26'6((ay=—yF)Qy

o+ (az-zF)Qz))dx >0 , . . o (4.79)

hvor der er anvendt fglgende omskrivninger:
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dM
— z -
Mye'+-Qze = (Pzpi-MQz)6'+ = 6
- 1 1
PzPe + (MQZB) (4.80)
dMQ
- = (- 4
Mze' de ( PyP4-MQ )6+ I= ]
Y
= - PyPG'H-(Mde)' , (4.81)

idet stabilitetsfunktionalen er opstillet for den udeformerede
tilstand. .

Endvidere er der indfegrt

}J;(Y‘YF)GXydA = (a, —-yF)Qy“ (4.82)

i(z- zF)cxsz (az-zF)Q? (4.83)

idet der eksisterer vardier' aé og a, . sdledes at

= da o 4.84
a0y iyqu ( )
3,9, ;'izoxsz o : o ' (4.85)

Funktionalen (4.79) angiver stabilitetsligningernes Galerkin-
form og kan s&ledes anvendes direkte til bestemmelse af kritiske
““belastninger.

Eksempel 4.3.2

Funktionalen (4.79) anvendes til beregning af den kritiske last

Pkr for en Euler-sgjle.

S¢jlens bgjningsstivhed EI regnes konstant svarende til kon-
stant tvarsnit og linearelastisk materiale.

Anvender man funktionalen (4.79) med fglgende antaéelsér om de
virtuelle flytninger:

% (4.86)

==

u = u,sin
0
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f&r man

JUE+0)T(u)2+P(u')2)dx > 0

/
/

I
£ l
\
\
\ |
\

)
%A

u=uoﬂn%x

. lpv v

ET KONSTANT

Fig. 4.3: Simpelt understgttet spjle af et linearelastisk

materiale.

(4.87)

(4.88)

.Idet normalspandingen o . er lille sammenlignet med elasticitets-
o i (4.88). Indsattes

koefficienten
herefter (4.86) fé&s:

(0 << E), kan man udelade

j(s;{uo(%)zsig §0 +P(‘u0(%‘)cc‘ns‘% ¥ 2)dx > 0

Idet den kritiske last P

kxr
f&r ‘man: :

2 (ILyud 2 lly2 2 _
LEIUG () 5P v ()t 3= 00

(4.89)

svarer til lighedstegnet i (4.89),

(4.90)
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som er et velkendt resultat.

pa simplevproblemer, som det i eksempel 4.3.2 viste, er det mu-
ligt at anvende funktionalen (4.79) direkte. Denne fremgangsméde
er ogsd mulig pd 1lidt mere komplicerede problemer i kombination
med en Ritz-metode. En speciel udformning af denne metode beteg-
nes Galerkin-metoden og svarer til fglgende fremgangsmade. De
virtuelle flytninger opskrives som linearkombinationer af line-
2rt uafhangige basisfunktioner.

u = a1u1(x)4-a2u2(x) E T anun(x) ‘ . (4.91)
v = b1v1(x)4-b2v2(x) + e + bpup(x) ’ . (4.92)
6 = 0191(X)+-c262(x) + oiie.. F equq(x) (4.93)

De enkelte basisfunktioner skal oéfylde randbetingelserne.
Specielt kan samtlige’paramétre tilhgrende en flytningsstgrrelse
vare nul. I eksempel 4.3.2 var f.eks. parametrene bj 09 ¢ lig
med nul. Formlerne (4.91) - (4.93) indsattes i funktionalen

GZHP (4.79), som differentieres partielt med hensyn til de af
lparametrene aj, bj og ck., som er forskellige fra np}. Herved
fremkommer et homogent, lineart ligningssystem, hvis laveste
egenverdi er den sggte kritiske last.

Hvis antallet af basisfunktioner er begranset, og randbetingel-
serne er simple, er den skitserede metode udmerket til h&ndbe-
regninger. Ved komplicerede randbetingelser og et st¢fre antal
basisfunktioner er metodep ikke anbefalelsesvardig af to grunde.
For det fgrste kan det vare vanskeligt at fremstille et st¢rreA
antal tilstrakkeligt lineart uafh®ngige basisfunktioner, som
alle opfylder randbetingelserne. For det andet kraver metoden

et meget stort antal integrationer, hvilket man overbeviser sig
om ved at indsatte (4.91) - (4.93) i (4.79).

Det viser sig derfor mere hensigtm@ssigt at anvende de egentlige
stabilitetsdifferentialligninger, som de grundlaggende ligninger.

I det fglgende afsnit vil disse blive udledt.
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4.4 Stabilitetsligninger og randbetingelser.

Med udgangspunkt i formel (4.79), som angiver stabilitetslig-
ningernes.Galerkin-form, kan man udlede de egentlige stabilitets-
differentialligninger med tilhgrende randbetingelser.

De tre stabilitetslignincer f&s ved anvendelse af Eulers ligning

med -r =:'u,v;0: .

4, oF 3F S ; . (4.94)

4?2 , oF _
dxz(ar") T dx‘or’ 3r - 0

‘p&  funktionalen 62HP , hvor integranten betegnes F:

L
GZHP = [ Fax : ‘ (4.95)
0 v
Man -far:
¥ =1
.4((Etl)éuT?} - (Pu')" 4(MQZS}"‘+(P‘2P-ZF)G')' =0 (4.96)
r = :V
H'(‘(EtI).ygv")“ SRV 4 (Mde)" - (BPlyp-ypleh)' =0 (4.97)
r=2=9
(BT 8" = ((Gyg I) + TTpp)8) "

Chiet (= 'Mézul'- + -(MQ'zu") "+ (Plzp -z )ut)

+ (-vMé‘v' + (Mva')') —(P(yp-yF)v’)
Ly LY YL

‘+e"u§-%mw%%—%mg‘

- _(6(;(ay -.yF,‘)QyJ+ {a, =2zp)Q)) " =0
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= ((EtI)me")" - ((GsecIv) + GIPF)G')(
+ MQZu" + (P(zP-zF)u')' + MQyV" - (P(yP-yF)V')'
+ ((ay--yF)qy + (az -zF)qz)G =0 (4.98)

“hvor qy o9 q, angiver bjalkens tvarbelastninger i henholdsvis

y og z-retningerne, medens ay og a,
z-koordinater til disse belastningers angrebspunkter.

angiver henholdsvis y og

Formlerne (4.96) og (4.97) angiver bgjningsligningerne i hen-
holdsvis y og z retningerne, medens (4.98) angiver vridnings-
~.ligningen. Ligningerne ses at vare homogene, lineare og koblede

og kan generelt set ikke l¢ées analytiék.

Til det angivne s&t af homogene differentialligninger  svarer

der et sat randbetingelser, som lettest findes i forbindelse

... med fglgende alternative udledning af stabilitetsligningerne

(4.96) - (4.98).
Funktionalen (4.79) med lighedstegnet galdenderéVarqnde til den

kritiske tilstand sg¢ges opskrevet pd fglgende made:

J(Fu+Gy+HE)dx + [RBI = 0 (4.99)
X . .

hvor F, G og H er funktioner af de virtuelle flytninger og
deres afledede. ’ ’

Differentieres (4.99) med hensyn til x , f&r man
Fu+Gv+HO = 0 , (4.100)

Da u, v og 6 ikke kan vare identisk nul hen langs bjzlkeaksen,
md der gzlde o ‘ ) '

FzZ0,G=z0,H:=z0 . (4.101)

Ligningerne (4.101) er identiske med differentialligningerne
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(4.96) - (4.98), og [RB]E er de tilhgrende randbetingelser.

Omformuleringen af (4.79) til (4.99) kraver udfgrelse af fglgen-
de delvise integrationer, samt hermed analoge:

kau')zdx = [Pu'u'dx
= [Pu'u]g - [(Pu’) v dax . (4.102)

J(B,I), (") 2ax = [(E,D) u"u"dx

[(E,D) u"u'ly = J((E.D),u") 'u'dx

='[(Eti)zu"u' - ((EtI)Zu")‘u]g + j((EtI)zu")"g dx (4.103)
jz(MQze)fu'ax‘ 

— ’ -1 . 'L__ V . " " B N

= [(MQZG) u + MQZGu T I((MQZe) u + MQzu 6)?x | (4.104)
;szzFu{e!dx_

= [Pzp0'u+Pzu'0ly - f((Pz0") 'u + (PzFﬁ’)'e)dx (4.105)

f2(ay-yF)Qy9 6 dx

e R
Jla,-yplo,0'e dx + [(a - yp)0 6715

- Jlla, - yp)o,0) e ax

fl

- ' - 2L
f(ay Yp)Q,0'0 dx + [(ay yF)de Ty

, _— . do _
- j(ay-yF)de'e dx - J(ay-yF)7ﬁ} 82 dx

- 24L - 2
{(ay yF)de ]o + f(ay yF)qye kdx{ B ’ ‘ (4.106)
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Man verificerer let, at integranterne i ovenstdende, samt analoge
udtryk fgrer til stabilitetsligningerne (4.96) - (4.98). De tilhg-
rende randbetingelser, som fremkommer ved de delvise integratio-

ner, er givet ved fglgende udtryk:

w ¥ L
[(E.T) ju"u'ly

*LEUED ) pat = 0 - P (zp - 2) 8" ) ul]

+ 0 (EtI)yv"v']g

+ L=((EI) v + Py - (Mde)- + Plyp - yp)01VIg

+ [(Etl)me"e']%

+ L= (BT 0" + (g Iy) '+ (0Tpp))e!

T Mg, t Pl mE N T W TRy Ty IV

+ (ay—yf)gye# (a,-2,)0,0)01¢ L S waon

Stabilitétsdifferentialiigningerne (4.96) - (4.98) kombineret
med randbetingelserne (4.107) udggr det generelle stabilitets-
randvardiproblem.

Randbetingelserne kan opdeles i fglgende geometriske og statiske
betingelser, idet kun den ene af de to flytningsstgrrelser med-
tages p& grund af deres analoge betydning.

1. Forhindret tvafflytning:
u=20 (4.108)

2. PForhindret drejning af bjzlkeende:
u' = 0 (4.109)

3. Forhindret torsion om bjzlkeaksen: .
6 =0 (4.110)
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4. Forhindret hvalvning af tvarsnittet:
et =0 ) EERREEERE B ’ {4.111)

1. Moment om den lodrette z-akse lig med nul:

L LI— -
(EtI)Zu =0 (4.112)
2. Forskydningskraft i y-retningen lig med nul:
- " - . L. - [ J—
((EtI)zu '+ Pu! (MQZS) P(zP zF?e 0 (4.113)
3. Hvalvningsmoment lig med nul:
L LI— :
(Etl)we- =0 . » N . o (4.114)

4. Torsionsmoment lig med nul:
" | 1
((EtI)we )T+ (G I, + (aI,L))e

- (MQZ4-P(ZP-ZF))u' + (az'f%F?QZe =0 : (5.115)
I den generelle udformning af,st;bilitgtsligninggrne og rand-
betingelserne, som kommer til udtiyk i (4.96) - (4.98) , samt
: (4.107), eksisterer der ikke nogen fysisk tolkning, men udtrykke-
ne danner basis for de mere specifikkelligninger; der beskriver
s¢jle- ,vridnings~. og kipstabilitetsproblgmgrgg,_som_vilvbliye
beskrevet i det f¢lgeﬁdeﬁkapitel.
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5. BJELKESTABILITETSPROBLEMER

I dette kapitel vil de forskellige typer af stabilitetssvigt for
s¢gjler og bjzlker blive beskrevetlmed udgangspunkt i de generelle
udtryk (4.96) - (4.98) og (4.107), som udvikledes i kapitel 4.

5.1 S¢jlestabilitet

Ved den rene sgjlestabilitet eller Euler-stabilitet er den virtu-
elle vridningsvinkel 6 identisk lig med nul. Af (4.96), (4.97)
og (4.107) £f&s derfor £¢lgende stabilitetsligningex medvtilh¢rende

randbetingelser:

DL 1: ((E,I),u")" - (Pu')' = 0 (5.1a)
RB 1:[ (E,.I),u"u' - (((B D) u")' - Pu')ulg = 0 (5.1b)
DL 2: ((E I),v")" = (Bv')' =0 ' (5.2a)
RB 2:[(E,D) v'v' = (((BgD) v")" - Pv)vly = 0 (5.2b)

Man ser, at de to differentiallignfnger er ukoblede, og de kan der-
for lgses hver for sig. Den kritiske belastning Pkr er den mind-
ste af de lgsninger, der f&s ved lgsning af de to systemer. P,
~ afhenger dels af bjalkens bgjningsstivheder, dels af randbetingel-
vserne. Antagés randbetingelserne identiske i y- og z-retrningerne,

" “vil bjelken bgje ud i retning af mindste bgjningsstivhed.

(E¢ 1) < (E¢ I)y

gt

Fig. 5.1: Ved identiske randbetingelser for u og Vv vil
(EtI)z < (EtI)y medfgre udbgining i y-retningen.
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Betragtes randbetingelserne (5.1b) til sgjleligningen. (5.1a), som

er en 4. ordens differentialligning, def kraver to betingelser ved
hver bjazlkeende, ser man, at der er mullghed for at foreskrlve to

geometrlske og to statiske randbetingelser.

Gecmetriske betingelser

Virtuel udbgjning lig med nul:
u=0 ' o © (5.3a)
;Viftuel drejning af bjalkeende lig med nul:

u' =0 (5.3b)

Statiske betingelser

Virtuelt moment lig med nul:
| L J— "o
(EtI)zu =0=u"=0. o . . (5.3¢)
Virtuel.forskydningskraft lig med nul:
- " = : . '

- =((EI) u")' + Pu' = 0 , _ . L (5.3d)
Af . disse 4 udtryk kan der dannes de velkendte_underst¢tﬁingsbetin—
gelser: simpel understgtning, fast indspanding, bevaegelig indspan-
ding og fri ende. Af naturlige grunde er der, som det fremgdr af

(5.1b), ikke mulighed for at foreskrive bide moment og vinkeldrej-
ning eller bade forskydningskraft og udbgjning lig med nul.

5.2 Vridningsstabilitet

Ved stabilitetsproblemer, hvor bgjning og torsion kan optrade sam-
tidig, taler man om vridningsstabilitet, né&r der optrader en cen-
trisk eller excentrisk normalkraft og ingen tverbelastning. Stabi-
litetsligningerne (4.96) - (4.98) f&r i dette tilfelde fglgende
udseende: '
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((B,.I),u")" - (Pu")’ + (Pzp-2,)0")" =0 (5.4)
((EtI)YV")" - (pv")' - (P(yP-yF5e')' = 6 (5.5)
((Etl)me")" = (G Iy) + oIpple™)!

+ (P(zP-zF)u')' - (P(yP-{yF)V'S‘ =0 (5.6)

Angriber normalkraften excentrisk, har man i almindelighed ikke no-
get initialstabilitetsproblem, idet differentialligningerne herved
=2 svarende

P F
til lastangreb i forskydningscentret, ser man, at ligningerne (5.4)

bliver inhomogene og koblede. Er Yp = Yp ©9 Z

- (5.6) afkobles. De to bgjningsdifferentialligninger (5.4) og

(5.5) fgrer sadvanligvis ikke til stabilitetsproblemer, men derimod

til spandingsproblemer, idet den betragtede bjzlke er udsat for de
_bgjende momenter My ;»Psz_ogkaz = = Pyp - Heraf ses, at (5.4)

og (5.5) kun har gyldighed for (YF’ZF) = (0,0) og kun i dette

tilfelde fgrer til Euler-sg¢jleproblemet. Torsionsligningen (5.6)

giver derimod anledning til et vridningsstabilitetsproblem, som i

:denne ukoblede form betegnes ren vridningsstabilitet.

Eksempel 5.2.1

Tilfeldet ren vridniﬁgsstabilitet betragtes for en bjzlke med Kon-
stant tvarsnit og af et linearelastisk materiale. Af (5.6) £f8s ved
benyttelse af (4.64):
5t 0% — (GI_+ folly-y)?2 + (z-2_)2)dR)6" = 0 (5.7)
® AAEARR S F ) :
Forudsattes (yF,zF) = (0,0), s&ledes at normalkraften angriber
gennem det elastiske tyngdepunkt, kan spandingen o med god til-
nazrmelse regnes konstant over tvarsnittet. Man fdr derfor, idet

tvarsnittets polere inertimoment om fdrskydningscentret betegnes
IPF:

(4) - B "o . ¥ o
EIwG (GI +3 Ipp)0" =0 (5.8)
Antages bjalken gaffeloplagt som vist p& figur 5.2, fir man fglgen-

de randbetingelser ved bjalkens to ender:
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Flg 5. 2. Gaffeloplagt bjalke. Randbetingelser for tor51onsv1nklen
6+ 86 =0 og 6" =0 for x=0 og x=1L.

Hindret torsion: - 6 =0 . . : o
for x = 0 og x=1L (5.9)
Bimomentet 1lig med nul: 6" =0
Lgsningen svarende til egenverdiproblemet (5.8) - (5.9) er givet
- ved egenfunktionerne:
6 = K sin(Q %) L (5.10)

Indsazttes (5.10) i (5.8) f&ir man efter bortforkortning:

BT (302 + (GI,+F Tpp) .= 0
. ~ N A . .Ell 2 . o : v N .
=P o= - P - GD2 + 61y (51D

PF

Den mindste egenvardi og dermed den kritiske trykkraft fas for

n=1:

= - B Iy.
Py = IPF(EIw(L) +GI) Ca et e $3212)
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For tvarsnit med hvalvningsstivheden Iw lig med nul fi&r man:

AGI,
Prr =71 . (5.13)

PF

Af (5.13) ses, at det rene vridningsstabilitetsbrud kun er‘aktﬁelt
ved tversnit, hvor vridningsinertimomentet IV er meget mindre end
det polare inertimoment, da man ellers vil f& en kritisk spending
af st¢rrelsésorden som G, hvilken ikke er realistisk.

P I

v : : :
g = 2 = - @ — (5.14)
kr A IPF

For usymmetriske tversnit, hvor forsk&dhingscentret ligger pd den
ene hovedakse, samt for enkelt- og dobbeltsymmetriske tvarsnit be-
stdr der ligeledes et vridningsstébilitetsprdblem foiudsat normal-
‘kraften angriber pd symmetriaksen eller hovedaksen. Antages z-aksen
at vere denne akse, fids de sfyrénde.differeﬁtialligningér ved at
satte y, = yp = 0 i (5.4) - (5.6). Her giver (5.5), som er ukob-

let, et sp&ndlngsproblem, idet bjalken udsattes for b¢3n1ngsmomen—
tet My(x) = P(x)z (x) ‘De koblede llgnlnger (5.4) og (5 6) glver
det generelle vrldnlngsstabllltetsproblem. Man far~

((EtI)zu"Y" - (Pu’)'-+ (P(ZP-ZF)G')' =0 . (5.15)

ny o _ . . - ' o= .
((Etl)we ) ((Gseclv) + oIPF)G')' + (P(zP zF)u‘) 0 (5.16)
,,Udt;ykkene_(4.108) - (4.115) indeholder de relevante randbetingel-

ser under anvendelse af My = Q, = 0.
z

5.3 Kipstabilitet

Ved stabilitetsproblemer, hvor bdde bgjning og torsion kan optreade
samtidig, taler man om kipstabilitet, ndr der optrader tvarbelast-
ning. Herudover kan der samtidig optrade en normalkraftbelastning,
der skal have angrebspunkt, som beskrevet under vridningsstabili-

tetsproblemet. Tvarbelastningen skal angribe langs en hovedakse og
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gennem forskydningscentret, hvilket udelukker tilfzlde, hvor for-
skydningscentret ikke ligger p& en hovedakse. I alle andre tvarbe-
lastede tilfzlde end de her beskrevne bestdr der ikke et initial-
kipstabilitetsproblem, men et sadvanligt spandingsproblem, som ikke
behandles i denne rapport.

Antages z-aksen at vere den hovedakse, hvorpé forskydnlngscentret
ligger, skal der ifglge ovenstdende bemerkninger gazlde

MQ =Q = q =YP=yF=0 . (5.17)

Indszttes (5.17) i (4.96) og (4.98), fir man fglgende stabilitets-
ligninger:

((BT) u") "= (Pu') '+ (4 0)"+(P(z5=25)0") " = 0 - (5.18)
((BLT) 8") "= (((Ggo I )+0Tpp)0") "

.‘"' _ ,- _ N N .
+ MQzu f(?(zp zF)u')f+(az z2p)q,0 = 0 . (5.19)
’Ligning (4. 97), som er b¢jningsdifferénfialligningen i é—retningen
eller lastretnlngen, glver et spandlngsproblem. I overensstemmelse
hermed ses (4.97) at veare ukoblet.

Ligningerne (5.18) og (5.19) angiver de generelle kipstabllltets-

ligninger, og der er ikke mulighed for en tilsvarende  total afkob-
ling som ved ren vridningsétabilitet. Formlerne (4.108) - (4.115)

giver randbetingelserne under anvendelse af (5.17).

I kapitel 6 vil der blive givet en mere detaljeret fremstilling af
“problemerne i forbindelse med lgsningen af det generelle kipstabi-
litetsproblem. '
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6. L@PSNING AF KIPSTABILITETSPROBLEMET

I dette kapitel vil en rakke forhold -af betydning: for en praktisk
‘gennemfgrlig lgsning af kipstabilitetsproblemet blive belyst.

- 6.1 Randbetingelser

Helt analog med s¢jleproblemet vil randbetingelser,vsom giver
bjelken stgrre frihed, gge faren. for. kipning. Det er derfor bjal- -
ker med sddanne understgtningsbetingelser, der i praksis isar er
relevante at undersgge for kipning. Det vil ofte sige bjalker i
montagesituationer, hvor disse kan vare under ophejsning eller
provisorisk afstivning. Her vil to typer af understgtningsbetin-
gelser, som er relevante i denne .forbindelse, blive behandlet:

- gaffeloplagning og wireophangning.

A. B

Fig. 6.1: A: Gaffeloplagning. B: Wireophangning.-

Gaffeloplagning

Dette tilfzlde giver anledning til meget simple randbetingelser,
idet bade tverflytningen u og torsionen 6 er forhindrede (se
.formlerne 4.108 og (4.110)).

u=20 . . . Co - {6.1)
L A, for x o
B =0 . . . . o (6.2)

]
o
o

Q
»®

I

(ol

Endvidere er momentet om den lodrette z-akse lig med nul (se (4.112)):

‘(EtI)zu" =0 v for x = 0 og. X =L (6.3)
I (6.3) er (EtI)z + 0, hvilket éiver
u" =90 for x =0 og x=1 (6.4)
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Idet bjzlkens ender frit kan hvalve sig og er belastningsfrie, fés
den sidste randbetingelse af (4.114), da bimomentet :under de navnte
betingelser er lig med nul:

(EtI)me" = 0 for x =0 og x =1 (6.5)

Exr ’(E,‘:I)(p + 0 kan man skrive (6.5) p& formen

]
=

8" = 0 C - for x =0 -0g X (6.6)
Er (EtI)w‘= 0 er (6.5) identisk opfyldt, og 6 vil derfor kun
‘have randbetingelser givet ved (6.2). Dette.er ogsd tilstrakkeligt,
idet vridningsdifferentialligriingen (5.19) for (EtI)w = 0 reduce-
res til en 2. ordens differentialligning.

De gnskede randbetingelser ved gaffeloplagning er hermed givet ved:

(Etl)w‘f'Q:
u = u"fé 6 = 8" = 0 for x =0 6g1 x =1L ‘ (6.7)
(E I)(p = 0:
u=u"=86=0 for x =0 og x=01L .(6.8)

Wireophangning

Wireoph&ngningen giver anledning til mere komplicerede randbetin-
gelser end gaffeloplagningen, og randbetingelserne (4.108) - (4.115)
kan ikke alle benyttes direkte, idet de virtuelle flytninger og drej-
ninger af bjalkeenderne medfgrer virtuelle tilbagefgringsmomenter.
Da kun de lodrette komposanter af kabelreaktionerne indgdr i rand-
betingelserne, betragtes i dette afsnit ikke haldende kabler.

Formlerne (4.112) og‘(4.114), som angiver momentet om den lodrette
z-akse, henholdsvis bimomentet, kan anvendes i deres oprindelige
ﬁdformning, idet bjalketvarsnittene ved wireoph@&ngningspunkterne
frit kan dreje sig i vandret plan og frit kan hvelve sig.
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W

Fig. 6.2: A: Wireophangt bjzlke med‘Wirereaktioner R0 og RL'

B: & og u angiver de positive retninger af de virtu-
elle drejninger og flytninger af forskydningscentret
F . Koordinatsystemet er indlagt med origo i det
elastiske tyngdepunkt T .

Moment om den lodrette z-akse lig med nul:

(B D) u" = 0 = u" =0 " for x

=0 og x=L (6.9
" Bimoment 1lig ﬁeé*hul'forv'(Eﬁl)w\¢'0:
e" =0 " for x=0 og x (6.10)

1
e

For (EtI)Q =0 er (6.10) ikke ngdvendig.
Foruden ovenstdende to randbetingelser kraves yderligere td betin-
..gelser, som vil blive udledt i}det‘f¢lgende.,

P4 fig. 6.3 betragtes den ene bjzlkeende af en wireophangt bjalke
underkastét en virtuel deformationstilstand :givet ved  u og:'8.
Bjzlken er stift forbundet med punktet A , som betegnes ophang-

‘ningspunktet, medens - B betegnér wireophangningspunktet.
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=-h®

; Fig. 6.3: Principskitse for wireophangt bjalke.

Wiren og reaktionen R vil forbllve lodret, 1det belastnlngen er
lodret, og der ikke kan overf¢res forskydnlngskrafter gennem wiren.
.Dette betyder, at forskydningskraften i vandret plan er nul for
wireophangningstvaersnittet, hvorved udtrykket (4.113) for forskyd-
ningskraften i vandret retnlng kunne tankes at give den ene af de
to sggte randbetlngelser. :

« - my 1 v Vo _ P . e e .
(4.113): ((EtI)Zu ) "+Pu (MQze) P(zP zF)e 0 (6.11)
Benyttes ved begge bjzlkeender de statiske betingelser (6.09) og
{6.11), som giver randbetingelserne for:  u., ser man, at disse kun
kan give en.bestemmelse af .u p& nzr en konstant. Det er.dexrfor

ngdvendigt at erstatte (6.11) med en geometrisk betingelse, som
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indeholder u direkte. P& figur 6.3 ser man, at der eksisterer fgl-
gende geometriske betingelse: '

u=-nh-98 for x=0 og x=1L (6.12)

hvor h er afstanden fra forskydningscentret til ophangningspunk-

tet A. Formel (6.12) angiver, at punktet A ligger fast svarende

til, at kablet forbliver lodret. Matematisk kan man dog liges8 godt
fastholde forskydningscentret og give punkt A en udb¢jning pé

h+« 96 , hvilket giver den mere bekvemme randbetingelsé o

u=0 for x=0 og Xx=1L (6.13)

Den sidste randbetingelse fis ved modifikation af formel (4.115)
for det virtuelle torsionsmoment.

(4.115): - ((Etl)we") '+((Gs'ecIv)+(OIPF))G'

- (MQZ+P(ZP—ZF))u'+(azrzF)Qze =0 - ' : (6.14)
Formel (6.14) svarer til torsionsrandbetingelsen ved'en fri ende,
hvor der ikke optrader nogef tilbagefgringsmoment. Et sddant mo-
ment eksisterer derimod ved wireophangte bjalker .og bestdr af det
kraftpar, der udggres af wirereaktionenkog forskydningskraften i
bjzlken ved wireophangningstﬁarsnittet; Forskydningskraftens moment
om forskydningscentret (az-zF)Qze er medtaget i formel (6.14),
og det er derfor kun ngdvendigt at tilfgje wirereaktionens moment
om forskydningscentret. Betragter man fig. 6.3, ser man, at wire-
reaktionens bidrag til .det virtuelle t;lbagef¢ringsmoment er. givet
ved

v=hre 7 o ~(6.15)

Med den i formel (6.14) anvendte fortegnsregning kan den sggte rand-
betingelse for det virtuelle torsionsmoment skrives

-‘((EtI)wp")f+((GsecIV+(oIPF))6'

- (Mg +P(zp-zp))u'+(a,-2p)Q,6 = ~hR6 (6.16)
z



- 48 -

Skrives h som H-z; , hvor H er afstanden fra ophangnihQépﬁnk—

tet til det anvendte koordinatsystems begyndelsespunkt, f&8r (6.16)
fglgende udseende, idet Qz = = R:

))e!

j <€EtI)w6“)'+((§ I )+(OIPF

) f:(MQZ+P(szzF))u'f(Hfgz)Re =0 ’ ‘ ’ ) (6.17)
Fér"(ﬁﬁl)é = 0 forsvinder forste led i (6.17).
Samtlige randbetingelser for den wireophazngte bjalke udggres hermed

. .af formlerne (6.9), (6.19), (6.13) og (6.17).

.Randbetingelser generelt

Ved anvendelse af de i dette afsnit udledte randbetingelser, samt
formel (4.107) kan randbetingelserne til kipprablemet inkluderende
wireophangning skrives p& fgdlgende mide: )

[(B,D) ju"u’ ]f)‘+ [ (EtI)we“e',]](")'

+L(=((BD) ju") '+Pu’~ () 0)'~P (zP-zF)e')\u]g
R ‘ . z G

y)e!

FL( (BT 07 (Ol )+ (0T

- L _ o
—(MQQ+P(ZP-ZF))u +(H—aZ)R6)6]0 =0 . S (6.18)

#6 .2 .Tvaersnitskonstanter og forskydningscenter

"I dette afsnit omtales beregningen af ndgle af de tvarsnitskonstan-
ter, som indgdr i kipstabilitetsligningerne (5.18) og (5.19), samt

beregningen af forskydningscentrets placering. I det generelle til-
: fazlde varierer stgrrelsen af disse tvarsnitskonstanter og placerin-
gen af forskydningscentret hen langs bjalkeaksen, idet de ikke-

4"llneare materlaleegenskaber bev1rker, at disse st¢rrelser bllver

belastningsafhengige.

I forarbejdet [Pedersen.79-1] til denne rapport er de tvarsnits-
konstanter, som vedrgrer bgjningstilstanden, behandlet. De gvrige
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tversnitskonstanter, som alle omtales her, er hvalvningsstivheden,

vridningsstivheden og det polare inertimoment vagtet med tvarsnit-

tets normalspandinger. Endvidere omtales beregningen af forskydnings-

centrets z-koordinat. Den tilhgrende y-koordinat er lig med nul,
idet koordinatsystemet er orienteret pa. en sadan made, at tvarsnit-
tet og belastningen er symmetriske om z-aksen.

. 6.2.1 Hvalvnlngsfunktlonen

En forudsatning for beregningen af de navnte stgrrelser ‘er, at-man
for de enkelte tvarsnit kender den i afsnit 4.3 definerede hvalv-
ningsfunktion o(y,z). = : '

For tilfaldet ren torsion uden hvelvnlngshlndrlng kan w bestem-
mes af f¢lgende partlelle differentialligning: '

2 o
G(2) 552 + 55 (6(2) %%) = gy BB 619

Den t11h¢rende randbetlngelse (6 20) udtrykker, at spandlngen V1n—
kelret pa den belastnlngsfrle rand er nul '

(3 + (zmag)ay - <-§-% - (y- YF))dz S0 U 20

. Udtrykkene (6.19) og (6.20) fremkommer pa f¢lgende mide: & -

Idet ligevagtsligningerne ved ren torsion er givet ved

o, = Gy =0, = oyz =0 S o . . (6.21)
30 30
—YX 2X _ .
X _ax 0 ) ) ' (6.22)
aqxz
ay t e T 0 . o . . (6.23)
fds (6.19) ved at indsatte 9%y ©9 Oxz i K§.23){v-

Ved brug af (4.44) og (4.45) fé&s:

_ _ ' ) 20, - .
Oxy 2GsXy GO'((z zF)+ By) (6.24)
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_ _ _ _ 3¢ o 4 A i
ze = 2GeXz = G6'((y yF) 33) (6.25)
Formlerne (6.23), (6.24) og (6.25) giver herefter
3 30 _ Bw__ -0 ‘
3y {G(ay+-(z zF}))+ (G( (y- yF))) =0 _ (6.26)

Idet tvarsnittet og den betragtede belastning er symmetrisk om
z-aksen, er den belastningsafhangige forskydningsmodul G kun en
funktion af z , og (6.26) kan derfor reduceres til fglgende udtryk,
som er identisk -med (6.19).

3G (2)

+ 3E(G(z) 5;) = (y—yF)

G(z) ay2 32 - (6.27)
Réhdbetingelsen (6,26)‘uq1edes pé lignende made ud fré
[
XZ dz
22 = L2 : ) § (6.28)
ny dy '’ R . : : .

som udtrykker, at spandlngerne pa randen er tangentielle til denne.
 Ovenstdende fremgangsmade er benyttet i [Mehlhorn 70-1] og
[Mehlhorn.73-3] til bestemmelse af hvelvningsfunktlonen i forbin-
_,delse med klpstabilltetsproblemer.

En alternativ reprasentation af (6. 19) og (6. 20) kan opnads ved be~
nyttelse af en. spandingsfunktion ¢ defineret ved fglgende udtryk

By - s, . b e
- 5% = Ux = G((y yF) 5z (6.29)

e
{]
Q
]

- - 3 BT
G((z ZF)*'By) (6.30)
"Ifplge (6.29) og (6.30) gazlder der

2 2
- Ledd- gy

) 3Y | .
—;(G(5§+'(Z‘ZF)))

-3 Y- BW 9y - 26y (6.31)

Omformes (6.29) til
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a3y

1
3z = G oy T (Y¥g) . (6.32)

s

" og inds@ttes i (6.31) fas

0%y , 3%y _ 193G 3y _ |
5y ¥ 322 T G By oy 26
32 32 2(nG) 3 :
- 3§¥ " 52% - _igy_l 5% = - 2G , (6.33)

Randbetingelsen for ¢ f4s af (6.28)

oxydz - cxzdy =0

_a_!p_ éip. 7 = ¥ =
= 5 dz + 3y dyvv dy =0 (6.34)
Af (6.34) ser man, atfspeﬂdingsfuﬁktionen pd randen er konstant,
specielt nul. : T .

Lg¢sningen af ovenét&ende randvéfdiprgbieméi”ér meget komplicerede,
omfattende og tidskravende,.hvilket oqsé galder i tilfazlde, hvor
der anvendes EDB. Blandt andet gg¢r en spec1el tversnitsgeometri
det vanskeligt at anvende dlfferensmetoder, medens de ikkelineare
materialeegenskaber vanskeligggr benyttelsen af 1ntegralllgn1ngs-
metoder. I [Mehlhorn.71-51 er problemet~l¢st for lineazre materia-
ler og vilkarlige tvarsnit ved brug af en integralmetode. En ulempe
ved de opstillede randvardlproblemer (6.19) - (6.20) og (6.33) -
' (6 34) er endVLdere, at de kun galder for ren tor51on, og ‘derfor
kun i specielle tilfzlde kan anvendes i forbindelse med kipstabi-
_ litetsproblemer. En beregning pé basis af elementmetoden med hen-
synﬁagen til de korrekte_1igevag€sligninge;uen foretaget i)LLink.
..74-4] Ved betonbj&lker vil tilstedévérelsen éf arheringsjern og e~
iventuelle revner endvidere have stor indflydelse pa tvarsnlts—
hvelvningen, hv1lket der ikke kan tages hensyn til i .de opstlllede
ligninger. Man kan derfor af ovenstdende bemazrkninger konkludere,
at man‘pé trods af de komplicerede béiegninger kun opndr moderat
n¢ja§tige:re§ultater ved anvendélse af de angivne ligninger. I .
denne rapport vil der derfor blive anvendt en simplificeret .frem-
gangsmdde, som omtales i afsnit 6.2.3.
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6.2.2 Forskydningscentrets placering

For lineare materialer er der i [Trefftz.35-1] udledt formler for
forskydningscentrets placering. Formel (6.35) angiver udtrykket
for forskydningscentrets z-koordinat.

_ A ,
z =-=— [ pyda : (6.35)
F I, a ’ .

hvor I, er inertimomentet om z-aksen, og fladeintegralet udfgres
over det betragtede tvarsnit.

Fig. 6.4: Hvaiﬁéingsfrit indspandt bjzlke p%virkéfiaf en horison-
T tal tvarkraft. B

En fremgangsmdde helt analog til Trefftz er for ikkelinezre mate-
rialer foretaget i [Mehlhorn.73-3]. Betragtes en hvalvningsfrit ind-

' spandt bijzlke pévirkét“af;en'vandret tverkraft, se’figur 6.4, vil
denne udelukkende fremkalde bgining i bjalken, hvis lastaﬁgrébet
sker gennem forskydningscentret. En bestemmelse af dette lastan-
grébsphnkts z-koordinat vil derfor give forskydningscentrets
z-koordinat Zp o medens y—koofdinaten 1yF er lig med nul, idet
kipning, som navnt i afsnit 5.3, kun er aktuel for enkelt- eller
‘dobbeltsymmetriske tvarsnit. Antages elasticitetsmodulén at vare

en funktion af =z , far man:

E(z)

E = E(2) og G(z) = m (6.36)
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For den betragtede belastning gzlder der:

90 % aczx :
oy =0, = Gyz = —55— ==z = 0 (6.37)

Ligevaegtsbetingelsen for x-retningen giver herefter:

1o} % aozx ch
9y * 32 e T 0 o : : : (6'38)'

Normalspandingen O, er givet ved
M, (%) -

% .=-‘ - Wz— E(Z)y = - -—(—E‘—]‘:)— E(z)y ’ (6.39)

hvor & er bjalkelangden.

Indsattes (6.39) i (6.38) féas

] 390

o
vx zx _ _ _K
3y | oz ®n, BY (6.40)

Deles spandingerne op i bidfag fra henholdsvis torsion nyT 1 Oy
og bgjning 'nyB 1 Ooup v kan ‘man, ndr XK angriber gennem forskyd-
ningscentret, opskrive fglgende udtryk, som skyldes Trefftz:

1 _ )
i E(nyT'cyxB+ csz~csz)dA =0 S x (6.41)

Formel (6.41) udtrykker, at de resulterende forskydningsspandinger
fra torsionen ved den betragtede deformationstilstand ikke udfgrer
noget arbejde.

Idet alle tversnit frit kan hvalve sig, er der tale om fri vridning,

og tyngdepunktsaksen kan derfor valges som rotationsakse. Heraf

fglger, at chT og csz kan skrives
' = - gpr (@ o
nyT (ef:] (ay + z) » (6.42)
- 30 _
O,ep = = GO (52 - ¥) . v (6.43)

Indsattes (6.42) og (6.43) i (6.41) £as
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2 39 _ -
1{((ay + z)oyxB4-(§E ¥)o, p)dA = 0
= {(zcyxB-ycsz)dA
Ry 420 )da - ‘  (6.44)

- J
A 3y yxB 3z “zxB

Opstilles torsionsligevagten mellem de indre og ydre krafter f&s

yda ' ' (6.45)

Idet lastangrebet sker gennem forskydningscentret, er det andet in-
tegral i (6.45) ifgplge definitionen pd forskydningscentret lig med
nul.

Kz, = f(z0 )da (6.46)
A

yxB"ycsz

Indsattes (6.46) i (6.44), :og benyttes delvis integration. pd hgjre-
siden af (6.44), f&r man )

90 90
= f o %fB + ;fB)dA

~<,5q>(c pdz -0, dy) ‘ v (6.47)

Da forskydningsspandingerne p& randen er tangentielle til denne,
er det angivne cirkulationsintegral lig med nul. Man far

- . 3¢ 30 ‘ ) ) o .
- yXB ZXB
Kzp = [ @(—= + —2)da, / (6.48)
Det endelige udtryk for Zp, f3s herefter ved indsattelse af (6.40)
i (6.48). ’
S ' '
zp = D, £ ©(y,z)E(z)y daA (6.49)

Sztter man E = E(z) konstant i (6.49), éés (6.49) at vere identisk
med Trefftz's udtryk (6.35).
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6.2.3 Simplificeret_beregning_af_tvarsnitskonstanter og

I det fglgende vil der kun blive behandlet rektangulare tversnit,

samt T- og I-tvarsnit, idet disse er de mest relevante i forbin-

delse med kipning af betonbjzlker. For rektangulare, massive tvar-
snit foreslog Vlasov [Vlaso§.40~1] fglgende simplificerede hvalv-

ningsfunktion

oly,z) = - yz ) (6.50)

. som indirekte allerede var blevet benyttet af Timoshenko [Timoshenko.
10—1] for tyndfligede, dobbeltsymmetriske I-twvarsnit.

I det fglgende vil hvalvningsfunktionen givet ved (6.50) blive
benyttet.

Indsattes (6.50) i (6.49), fés

2, = = [zE(z)y?*da
A

¥ (EI)z

T .
~ 2 B N
= (EI)Z‘ < izE(z)dz =0 (6.51)

idet koordinatsystemets begyndelseépunkt er det elastiske'tyngde-
punkt. Man far derfor

(nyZFZ,f (050) ) , ‘ _ ) (6.52)
I (6.51i betegnes tvarsnitsbredden med t.

B.__Torsionsstivhed |

» Torsionsstivheden er givet ved formel (4.71):

. - e 39y 2 o) - 39y 2y,
(4.71): (G 1) = {\Gsec((z zg)* 50) * + ((y-yp) —57) *) A

I eksempel 4.3.1 er det velkendte resultat for et lineart elastisk
materiale angivet:
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1

(4.75) :GI = 3G o= =2 ®BT

3 1+v z

hvor £ og 't er tvarsnittets hgjde og bredde, og EIZ er bgj-
nlngsstlvheden om den lodrette tyngdepunktsakse. ' )

Indsettes (6.50) og (6.52) i (4 71) fas

— 2
(Geeely) = Z{c-;sec(zy) da
= 2 _ [E_ y2dA = -2 (EI) ‘ " (6.53)
2 (1+v) secy T+v z *

A

Forﬁel (6.53) galder for tversnlt hvor bredden er lille i forhold
til hgjden, idet forskydnlngsspandlngerne i y-retnlngen her kun i
ringe grad bldrager til torsionsmomentet. For mindre ' %/t ‘forhold
er det ngdvendigt at anvende en korrektionsfaktor n i formel
(6.53). Her vil der blive benyttet et udtryk angivet i [Jeltsch.71-2]

n=1—22-%tanh(¥) \ . (6.54)
ns t . . Lo
Sattes tan}1( ) lig med 1 , f8s et mere simpelt ﬁdtfyk, som ofte
anvendes '
= t .
n=1-0.63.7 . : (6.55)

Det endeligg udtryk for tqrsionsstivheden kgn herefter skrives

(G 1) S(ED), h . (6.56)

sec vy’ T 1 1+v

hvor n er givet ved (6.54). (EI)z beregnes for deteffektive
tversnit inklusive bidrag fra den slappe og forspandte armering.

C._ _Hvelvningsstivhed

For rektangulzre tvarsnit ses bort fra hvalvnlngsstlvheden. Unctaget
herfra er dog tilfzlde, hvor armerlngsplacerlngen kan sk¢nnes at gi-
ve anledning til bidrag til hvalvningsstivheden, se figur 6.5,b:
@nskes dette bidrag medtaget i beregningerne, sker dette ved at op-
fatte det rektangulere tversnit som et I-tvarsnit,. se figurLG.S.c.



- 57 -

o b b e

Fig. 6.5: Armeringens bidrag til hvalvningsstivheden.
a: Kan negligeres.
b: Kan ikke negligeres. )
c: Det rektangulare tvarsnit betragtet som et I-tvaersnit.

vUdtryk for hvalvningsstivheden er angivet under afsnittet om
I-tversnit.

Det polere inertimoment med hensyn til forskydningscentret vagtet
med normalspandingen (OIPF) er givet ved (se formel (4.64)):

(5Tpg) = [oUly-yp) " + (z-2)?) A

ja(y +22)dA + (yF+z2)jodA
—2ijoydA—zszosz (6.57)
A FAa

Idet koordinatsystemets begyndelsespunkt er sammenfaldende med det
elastiske tyngdepunkt, og belastningen angriber i xz-planen, far
man ‘ '
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(6.58)

]
o

[ oyaa
A

My (6.59)

i

[ ozaa
A

Indsazttes (6.58) og (6.59) i (6.57) f&s, idet f[odA er lig med
normalkraften P: A

(oI

= 2. 2yp o
pF) (OI)Z+(OI)y+(yF+zE)P 2z,
- 2p _ - S ‘
= (oI)z+(GI)y+zFP _ZZFMy . (6.60)
hvor symmetrlen om z-aksen glver yF = 0. (OI) og (UI) . angiver

de med normalspandlngen vagtede 1nert1momenter om tvarsnlttets tyng-
depunktsakser.

Ved rektangulare tvarsnit er (yF,zF) = (0,0) ifglge formel (6.52),
og for disse tvarsnit gzlder der derfor

(oI = (o;)z+(61)y ‘ } (6.61)

PF)
For gvrige tvarsnit symmetriske om z-aksen gazlder formel (6.60).

II. I-tvarsnit

A.__Forskydningscenter

Af symmetrigrunde er Yp = Q, se figur 6,6.

9 ]
~NT7

Y €¢———

@ R

Fig. 6.6: I~tvaersnit. Flangerne bestdr af omridderne O og U,
kroppen af omrdde K.
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Indsatter man (6.50) i (6.49), f&r man

F o (EI) IZE(Z)Y

1
D, (Pro § BRYIAA

(0]
+ Zop [ E(z)y?dng + ZTU'I E(z)yszU)
A .
K
1 .
(—E-:—I—Z (Zqg® (BI) ot 2oy (EI) ,x* Zpg (EI)zU) ' (6.62)
hvor Zogr Zor ¢ 2y og (EI); 20 7 (EI)ZK ’ (EI)ZU er henholdsvis

z-koordinater for de elastiske tyngdepunkter og bgjningsstivheder
‘om z-aksen for delarealerne O, K og U under hensyntagen til rev-
nedannelse i betonen og bidrag fra armeringen. Bidréget fra

z K-(EI)zK er relativt beskedent og kan ofte udelades.

B. Torsionsstivhed

Ifplge det benyttede flytnlngsfelt, se formlerne (4.40) og (4.41),
beholder tversnittene deres form. Dette betyder, at de enkelte tver-
snitsdele ved en given rotation undergédr den samme xotation. Man
har derfor ’ L '

. -V,
AVARN . R - I o
' = — = : (6.63)
(GsecIv)' (GsecIv)i '

hvor V og (GsecIV) er tor51onsmomentet og torSLOnsstlvheden for

_hele tvarsnittet, medens Vi og (GseCIv)l svarer til deltvaersnit-
tet i . Af formel (6.63) fas: - T

V, = =5+——= (G, T ). (6.64)
i SGSGC;V) seé.v i o A

Ved. summation over. alle deltvarsnit féas.

n v n '
V= :V,=—-—7—""-< I (G I.).
i=1 * (GsecIv) i=1 sec Vi1
-G 1) = 3 (@ ). ‘ (6.65)

sec v sec v’'i

i=1

Indsattes (6.56) i (6.65), fas udtrykket for torsionsstivheden af
et sammensat tvarsnit.
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2
(GsecIv) I TV

n , .
lz ni(EI)i R (6.66)

1
hvor (EI); er den mindste af deltvarsnit i's bgjningsstivheder.
i

For I-tvarsnittet f£f&s

! ey , :
(6oeely) = T (no-(EI)yo+nK.§EI)zK+-nU-(EI)YU) (6.67)

C.__Hvelvningsstivhed

‘Hvalvningsstivheden er ifglge (4.58) givet ved -
(EI) = [E¢@?da. - e : (6.68)
® a
hvor den normaliserede hvalvningsfunktion kan skrives
@0(y,z-25) = - y(z-zp) oo (6.69)

Indsattes (6.69) i (6.68), far man

M B 2 -. '2 :
(EI)(p }{Ey (z-zg) 2aa

—z )2 2 —y )2 2
(Zqo—25) I{Ey da, + (zZgy=zp) iEy an;

0 U
+ I Eyz (Z-ZF)ZdAK .

A o ,
= (2go-2zp) 2(EI) j + (zoy-20) 2 (BT) 4 ‘ (6.70)

. idet det sidste integral er lille sammenlignet med de to fgrste.

Benytter man herefter udtrykket (6.62) for zp med udeladelse af
det uvasentlige bidrag fra bjzlkekroppen, giver (6.70) fglgende
udtryk for I-tvarsnittets hvazlvningsstivhed:

1 ' ~
TEDZ (Zpo=zqy) * ((BI) e (BI) o+ (BI) 2+ (BD) )

(EI)Q

(EI) Jy* (EI) 16

T ED,ED,, (10710
(EI ZU+ (BI 20 TO:"TU

2
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(EI)ZU'(EI)ZO 4

=(—Eﬂ—;amﬂz—o- ‘ ’ (6.71)

hvor
, d = ?TU = Zgqg ‘ o ‘ (6.?2)
angiver‘afstanden mellem flangernes tyngdepunkter.

D. Polart inertimoment

Det polare inertimoment vagtet med normalspzndingen er givet ved
formel (6.60) ' B

Fig. 6.7: T—tvarsnit. Overflangen bestar af omradet O og
kroppen af omradet K.

Forskydningscentrets - z-koordinat f8s direkte af formel (6.62) ved
at saﬁté"(Ei)zU 1ig med nul. a :

_ 1 ) . . .
T TED, (Zqg° (EI) o+ Zqg- (BI) 4¢) ' S 16.72)

B. Torsionsstivhed

Med (EI)yU = 0 giver formel (6.67) direkte
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. B .
(Gseclv) =15 (no(EI)yo+nK(EI)ZK) (6.73)

‘¢nskes T-tvarsnittets hvalvningsstivhed taget i regning, sker
dette p& samme mdde som ved det rektangulare tvarsnit ved at op-
fatte tvarsnittet som et I-tvarsnit , se figur 6.5.c. Udtryk for
hvalvningsstivheden er angivet under afsnittet om I-tvarsnit.

D.__Polart_inertimoment

Det polare inertimoment vagtet med normalspandingen er givet ved
formel (6.60). '

6.3 Egenverdiproblemet

I dette afsnit vil kipstabilitetsproblemets styrende differential-
ligninger med tilhgrende randbetingelser blive omformuleret, sa-
ledes at de mere direkte afspejler det sggte egenvardiproblem.
Differentialligningerne er givet ved (5.18) og (5.19), medens
randbetingelserne erfgivetbaelé ved (6.7)'bg (6.8), dels ved (6.9),
(6.10), (6.13) og (6.17). '

u')l'+:FMQze)'l+ (P

(5.18): ((E ), u")" - (P, . ot (Zp=2g)0")" = 0

(5.19): ((BLD) ") = (((Ggo ) +0Tpp)0")!

n
* MQ.zu + Prot

- vy’ - =

(zp-zplu') '+ (a, Z_E_)qze 0

De optradende momenter og krafter spaltes op i to bidrag, hvoraf
det ene er uafhangigt af belastningsfaktoren (egenvardien) X ,
medens det andet bestdr af belastningsfaktoren A multipliceret
med en stprrelse, som reprasenterer det betragtede belastnings-

.‘bidrags relative stgrrelse. .

Fglgende betegnelser og notationsforenklinger indfgres:

(EtI)z ~ EI, (EtI)(p ~ EIq), (GsecIv) ~GI, . ... : (6.74)
MQZ = (MO+Mq(x)) + X(MOA+Mq)\(x)) , (6.75)
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hvor M, er et konstant moment, medens Mq angiver momentet fra

tvaerbelastningen.
Ptot(X) = P(x) + XPX (x) (6.76)
Plop (X)) (zp(x) - 24 (x)) = P(x)a (x) + APy (X)ap, (%) (6.77)
hvor Ptot angiver summen af de virkende normalkrafter og
Spx T Zea T Fp ¢

Med ovenstiende opspaltning er det muligt at lade en del af belast-
‘ningen vare uafhangig af A . Dette giver f.eks. mulighed for at
bestemme en bjzlkes kiplast for en given belastningskonfiguration,
samtidig med at bjalken er pdvirket af en konstant egenvagtsbelast-
ning. Da det er muligt at lade flere pavirkninger, som afhanger af
‘X, ‘virke samtidig, skal der gzlde, at disse padvirkningers indbyrdes
forhold er konstante. ' .

.Ihdsettes udtrykkene (6.74) = (6.77) i (5. 18) og (5 19) fas de ende—
lige udtryk for stabllltetsllgnlngerne. i

(BT W) "= (R 407)u") "+ (M, + M) 6)" + (Pagd")

= =AM, + M A)e)’*-(Pk 1>7\6') ) | v « RN ‘¥_ - (6.78)
(BT 0")" - ((vaa-ci D61) (M M) u”

+ (Papu') '+ (agg+Aag,@,)e

= —x((MoA+-M%k)u"+-(Pxépxﬁ'i') T ;1' v;yf'}é,jé)

.. Randbetingelserne ved gaffeloplagning kan ifglge (6.7)'u&ndrép skri-
ves.,

u=u"=06=6"=0  for x =0 ndg x=15L . . ’{6.80)
| Ved wireophangning f&r man af (6.9), (6.10) og (6.13)

u=u" =9" =0 for x=0 og x =1L ' v ,‘(6;81)
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og af (6.17)

- Wyt '
(EI(DS )+ (GIV+ GIPF)G

- (((M,+ M)+ Pag) + A (W) + M) + Prag,))u
+ ((H—'aR)R4'X(HT-aRA?RA)e =0 . v (6.82)

hvor der galder

Riot = R+ AR, ' ' (6.83)
og
R 3R = RaR*'ARAaRA (6.84)
tot
2p angiver angrebspunktet for forskydningskraften Qz i tver-
tot )

snittet umiddelbart indenfor wireangrebspunktet. Qz mé‘h¢d—

.vendigvis vare lig med den negative wirereaktion —Rtot .

6.4 Numerisk lgsning af stabilitetsegenvardiproblemet

Egenvardiproblemet bestdende af stabilitetsligningerne (6.78) og (6.79)
med tilhgrende randbetingelser kan kun i ganske f& specialtilfzlde
lgses analytisk, og en generel lgsningsprocedure mid derfor basere sig
pé& numeriske metoder, Disse metoder omtales kort i det fglgende.

Ligningerne (6.78) og (6.79) angiver stabilitetsproblemets Eulerske
illgnlnger svarende til udtrykkene (4.96) og (4.98). Disse egner sig
'1lgesom Galerkin-formen (4.79) bedst til at blive anvendt i forbin-
delse med finite differenser eller ortogonal kollokation. Ortogonal
kollokation anvendt p& egenvaerdiproblemer, se [Collatz.63-1], svarer
til den Galerkin-metode, som er omtalt i slutningen af afsnit 4.3.
Forskellen er blot den, at man i stedet for at integrere kraver dif-
‘ ferentialligningerne opfyldte i en rakke pﬁnkter, de sdkaldte kollo-
kationspunkter, hen langs bjalkeaksen. Vanskeligheden ved denne me-
tode er, som navnt i afsnit 4.3, at hver af de indgdende basisfunk-
tioner skal opfylde randbetingelserne. Specielt den komplicerede
vridningsrandbetingelse (6.82) ved wireophangte bjalker kan her

give problemer.
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Af ovennavnte grunde er det derfor valgt at basere beregningerne
p& finite differenser, som ikke giver anledning til tilsvarende
vanskeligheder. Anvendes centrale differenser er det, hvis randbe-
tingelserne er simple, muligt at formulere problemet som et matrix-

egenverdiproblem:

ff

vo= A

i

v o, ‘ (6.85).

hvor A er symmetrisk og positiv definit, og B er symmetrisk.

Choleski—faktoriseres A

T

A=LL , (6.86)
hvor ‘T angiver transponerihg, og skrives enhedsmatricen I som

1= HTL | (6.87)
far man

v’ v=are@HT Ly

- e’y =azleeh e v

st v = et w (6.88)

Af (6.88) ses, at den stgrste egenvardi for matricen (£-1£(£—1)T

)
er den reciprokke af den mindste egenvardi for det oprindelige
problem (6.85). Den sggte egenvardi kan derfor findes ved anvendelse

af potensmetoden, som netop finder den stgrste egenvardi, pa (6.88).

Hvis randbetingelserne er komplicerede som ved wireophangte bjelker,
er det ikke muligt at bevare matricernes symmetri. Dette skyldes,

at man her er tvunget til at angive randbetingelserne i separate
ligninger i stedet for at indbygge dem i feltligningerne. Choleski-
faktoriseringen (6.86) er derfor ikke mulig, og egenvardiproblemet
(6.85) m& derfor omformes pd& fglgende made.
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Av=ABvY¥
~vy=212"Bv
- @ g)y_’;%g (6.89)

Potensmetoden stiller ikke krav til symmetri, og den kan derfor ogséa
anvendes pa (6.89).

Fra et numerisk synspunkt er fordelen ved formuleringen (6.88) frem
fcr (6.89) den, at man her kan finde samtlige egenvardier og egen-
funktioner ved hjalp af sturmsekvenser og invers iteration.

Da der i beregningerne tages hensyn til ikke-linezre spandings-
t¢jn1ngsrelatloner og revnedannelse, er dette uden betydnlng, idet
koefficienterne i llgnlngerne afhznger af egenvardien, hvorved de
hgjere egenvardier og egenfunktioner ikke er korrekt bestemte.
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7. BEREGNINGSEKSEMPLER

I dette kapitel vises eksempler pad beregninger udfgrt under anven-
delse af den opstillede teori. Eksemplerne skal dels vise beregnings-
metodens overensstemmelse med fors¢géresultater, dels vise metodens
mange variationsmuligheder méd hensyn til valg af spendingst¢jnings—
rélationer, geometrisk udformniné, randbetingelser og belastnings-
konfiguration. v

I det fgrste eksempel sammenlignes beregningsmetodens resultater med
forsgg udfprt p& Danmarks Ingenigrakademi [Jensen.78-1]. Dernast

- undersgges med udgangspunkt i en af de forsggsbjalker, som omtales

i det fgrste eksempel, kiplastens variation som funktion af span-
dingstgjningsrelationer, randbetingelser, belastning, geometrisk
udformning og tversnitshvalvning.

Eksempel 7.1

I [Jensen.78-1] beskrives en-fors¢gsserie til bestemmelsé afikipla—
sten for jernbetonbjazlker. Resultaterne fra denne forsggsserie vil

i det fglgende blive sémmenlignef med den dpstillede;bereghingsmeto—
des resultater. . ‘ '

3333 . 3333

B.
Oi
~
o)
S S
Sl e P S 1418
50 , o 50 v 50 o
F8411, F8412 F8431, F8432 F8441, F8442

Fig. 7.1: A. Belastningen p&fgres som en koncentreret kraft i over-
side bjalkemidte. B. Forsggsserien bestdr af 3 dublerede
bjzlker, som alle er gaffeloplagte.
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P& figur 7.1 ses belastningsopstillingen og de anvendte bjaiketvar—
snit.

. Ved forsggene blev der foretaget fotogrammetriske milinger af de
horisontale udbgininger u , t¢jningsmd@linger med strain-gauges,
Og en registrering af lasthistorien. Udbgjiningsmélingerne kombineret -
med lasthistorien givér mulighed for optegning af et Southwell-
diagram (P/u versus u). Dette diagram har u-aksen som asymptdte,
og kiplasten svarer til den P-vardi, hvor kurven skgnnes at vere
tilstrekkelig asymptotisk, hvilket selvsagt giver en ret ungjagtig
bestemmelse af kiplasten. Med strain gauges ved overside bjalkemidte
er det ligeledes muligt at registrere den horisontale udbgining u
af bjzlken og dermed bestemme kiplasten, idet " u ved denne vardi
af lasten begynder at stige kraftigt. Endvidere kan et interval for
kiplasten angives ud fra lasthistorien ved angivelse af det lasttrin,
for hvilket kipningen indtrader. I skema 7.1 er forsggsresultaterne
for de 6 forsdgsbjzlker angivet sammen med beregningsmodellens
resultater og bjalkerneé beregnede brudlaste. '

Skema 7.1: Forsggsseriens kiplaste og kipmomenter p& basis af South-

: well-diagram, strain gaugemdlinger og lasthistorie, samt
beregningsmodellens resultater og bjalkernes brudlaste.
Bjaelkenumrene 12-1, 12-2, 31-1 og 31-2 angiver, at bjal-
kerne 12 og 31 har varet belastet to gange.

FORSPG " BEREGNET

BJALKE SOUTHWELL STRAIN LASTHISTORIE BEREGNINGS - BRUDVARDIER
DIAGRAM GAUGES MODELLEN

PVRE GRANSE | NEDRE GRANSE

NO. kN kNm kN kNm kN kNm kN kiNm kN kNm kN XNm

n 67 15 - - kal 18 68 n3 67 n2 224 375
12-1 7% 125 58 97 58 97 54 90 70 w7 2‘26 377

r ,’ 12-2 46 77 69 15 69 15 51 85 70 n7? :226 377
3 -1 38 63 >40Q | >67 40 67 35 58 47 78 19 198
ﬁl‘é 58 97 >21 | >35 21 35 18 30 47 78 \!9 198
3z, T 66 10 —_ - 55 92 48 80 45 75 18 197

i 41 92 153 22 37 30 50 30 50 a6 7 106 |, 177

42 44 73 had - 21 35 21 35 a4 72 132 220




I skema 7.2 er kiplastene gjort dimensionslgse ved at dividere be-
bregningsmodellens resultater op i forsggsresultaterne, samt i
~vaerdier beregnet efter fire andre beregningsmodeller. Disse bereg-

ningsmodeller er behandlede i [Hanéell.59—2], [Ssant.61-41, [Masséy.

69-1] og [Laursen.77-1]. '

ASkema 7.2: Dimensionslgse kiplaste fremkommet ved division med den
aktuelle beregningsmodels resultater.

FORSPG ' BEREGNET

BJALKE SQUTH- | STRAIN LASTHISTORIE BEREGNINGS- { HANSELL | SANT MASSEY | LAURSEN
NO WELL GAUGES MODEL

@VRE MIDDEL NEORE

1 103 — 105 103 101 100 0.63 119 163 1.04
12-1 107 083 083 080 077 100 —_ - - 108
12-2 0.66 0.98 098 0.86 o073 | 100 — - - 108 |
-1 081 086 | 0.86 080 074 100 0.62 109 135 112
-2 1.24 04s | 0as 042 0.38 100 - — | =] a2
32 1.45 - 1.21 13 1.05 100 - - el 112
a -2017 | "049 | 066 0.66 | 0.66 100 0.57 - - X

42 1.0t - 0 49 0 49 049 1.00 - -— = 1.08

Ved kiplastforsgg forekommer en rakke imperfektioher, hvoraf bjzlkens
forh&ndskrumning er den vasentligste. Af andre imperfektionerikan nav-
nes svindrevner, inhomogeniteter i betonen, excentriék érheringspla—
cering og excentrisk lastangreb. Tilstedevarelsen af disse utundgéeli-
ge imperfektioner betyder, at man generelt mi forvente, at forsggene

giver lavere kiplaste end beregningsresultaterne.

Af [Jensen.78-1] fremgér det, at forh&ndskrumningerne var shé for
'bjalkerne F8411 og F8432 , ikke mdlt for F8412 og.stor for ae
pvrige. Dette paséer udmerket sammen med resultaterne i skema‘7.2,
hvor den milte kiplasts procentvise andel af dén beregnedé kiélast
er stgrst for F8411 og F8432 . ' ‘

Sammenlignes bjalker uden trykarmering, F8431 og F8432 , med iden-~
tiske bjalker med trykarmering, F8441 og F8442 , md man, som .det
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fremgdr af beregningéﬁodellen skema 7.1, forvénte,‘at bjelkerne med
trykarméring har en 1lidt lavere kiplast. Deffe skyldes,uat trykar-
meringen reducerer trykzonens udstrakning} Détte nedsatter tvaersnit-
tets torsionsstivhed, samt b¢jhingsstivheden for udbgjning i horison-
tal retning med heraf fglgende lavere kiplast. Af skema 7.1 fremgdr
det dog af de m&lte verdier, at trykarmeringen bevirker en meget stgr-
re reduktion af kiplasten end forventet. I [Jensen.78-1] antager man,
at dette skyldes en under forsggene iagttaget revnedannelse i betonen
langs trykarmeringsstangerne. Dette peger i forbindelse med det meget
smalle betontvarsnit p&, at de lave kiplaste er initierede af en be-
gyndende Euler-udknakning af trykarmeringsstengerne og den omgivende
beton. Dette forhold behgver derfor ikke at vere typisk for bjzlker
med flanger eller hvor den relative tversnitsbredde er mindre eks-
tremt lav. ' ' )

Eksempel 7.2

A. Spandingstginingsrelationer.

I eksempel 7.1 blev udelukkende anvendt krumme elastisk-plastiske
arbejdskurver til beskrivelse af betonens og armeringens fysiske
egenskaber. En mere simpel beskrivelse kan opnds ved anvendelse af
lineazrelastiske arbejdskurver, og det er derfor af interesse at un-
ders¢ge,hvilkeﬁ'indflydeise anvendelsen af sédahne arbejdskurver ‘
"har p& kiplasfen.‘ ' '

I skema 7.3 er angivet beregningsresultater for bjzlke F8411, figur
7.1 , under anvendelse af tre forskellige sat arbejdskurver. Det
forste szt svarer til de elastisk-plastiske arbejdskurver anvendt

i eksempel 7.1 , medens II er linezrelastisk-idealplastiske med
tryk- og trakbrudstyrker for betonen p& henholdsvis - 37.0 MPa og
2.5 MPa . III er ubegranéet linearelastisk. Initialelasticitets-
modulerne for de tre arbejdskurver fremgdr af skema'7.3. A

Af skema 7.3 ses, at en simpel linearelastisk beregning giver en
kiplast, som er 67% for hg¢j. En s&dan beregning er p& den usikre
side og sd afvigende, at den ikke er acceptabei. Tages derimod
revnedannelsen i regning ved angivelée af trakbrudstyrken for beto-

nen, fas et resultat, som kun afviger 4% fra den mere ngjagtige



Skema 7.3: Kiplaste for bjzlke F8411 . under anvendelse af elastisk-
. plastiske I , l1nearelastlsk—1dealplastlske II og
linearelastiske arbejdskurver IIT . : )

ARBE JDSKURVER Ec Oct Oc - Miip Miip /Miip,
104 MPa MPa - MPa. kNm —

L ELAST - PLAST. 2.437’ 2.5 -375 1117 1.000

L LINEL - IDEALPL. | ~2:437 2.5 -375 . 115.9 1.038

IT LIN.ELAST. 2.437 oo - oo 187.2 1.676

elastisk-plastiske beregning. Det gode resultat skyldes dog, at
forholdet mellem kiplast og brudlast er s& lavt som 0.3 . Med sti-
gende vardier af dette forhold f&r man en voksende afvigelse mellem
 beregn1ngsresu1taterne p& grund af den stlgende indflydelse fra de
krumme dele af arbejdskurverne i den elastlsk—plastlske beregnlng.

Foruden typen af arbejdskurve, som benyttes ved beregnlngen, er
st¢rrelsen af de 1ndgaede parametre naturllgV1s ‘af stor betydnlng.
I skema 7.3 er der benyttet en korttidsarbejdskurve med E-modul lig
med 2.437: 104 MPa . Benytter man i stedet for en langtidsarbejds-
kurve med E_, lig med. . 104 MPa 5 Oy lig med -2.5 MPa - 0g 'O lig
med - 31.9 MPa , fir man ved anvendelse af’ elastlsk—plastlske ar-
. bejdskurver et kipmoment pd 68.5 kNm, som er 39 procent mindre
end korttidsverdien. Forskellen kan synes 1111e i betragtnlng af,
at forholdet mellem elast1c1tetsmodulerne er 2 437 . Arsagen hertil
.er, at en lille elastlcltetsmodul glver en stor trykzone, Pasattes
halvdelen af belastningen som langtldsbelastnlng og halvdelen som
korttldsbelastnlng, far man ved brug af de komblnerede langtlds—
korttids spandlngst¢jn1ngsrelat10ner en klplast, som kun er 15
procent mindre end korttidsvardien. Man ser heraf, at det har betyd—
ning at benytte de korrekte arbejdskurver for de forskelllge last-
andele.

B. Randbetingelse.

En bjazlkes randbetingelser har stor indflydelse pd kiplastens stgr-
relse, idet denne aftager ved ggning af bjalkens frihed. Wireophang-

te bjzlker er derfor i sarlig grad udsat for faren for kipning.
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‘I eksemplerne 7.1 og 7.2.A betragtedes gaffeloplagte bjalker, hvor
bjelkeenderne er fastholdte mod rotationer om bjalkéaksen, medens
bjalkeenderne kan undergd vinkeldrejninger om den lodrette akse og
aksen vinkelret p& bjzlkekroppens plan. I dette eksempel betragtes
'wireophangte bjalker, hvor ophangningskablerne, som det ses pa fi-
gur 7.2 , enten kan vare lodrette eller hazldende. I sidstnavnte
tilfazlde péfgres bjzlken normalkrafter fra wirereaktionernes vand-
rette komposanter, som, afhangig af ophangningspunkternes h¢jde over
bjzlken, giver anledning til ekstra momenter i bjzlken.

A B

—_—p
Nlg
.
Nio

HI 1A lp - A

N

L
2

x
>

)
A

x
*
x

Fig. 7.2: A. Bjalke ophangt i lodrette kabler. -
B. Bjelke ophangt i kabler, som danner vinklen v med
lodret.
Kablernés ophe&ngningspunkter A befinder sig i hgjden H
over bjzlkeoversiden. Belastningen er en koncentreret
‘kraft ved bjzlkemidte.

ﬁjalkeendernes indspandingsgrad med hensyn til rotationerne om bjal-
keaksen afhanger som vist i kapitel 6. afsnit 1. af ophangningspunk-
térnesbh¢jde over bjalketvarsnittenes forskydningscentre, samt stgr-
relserne af de lodrette komposanter af wirereaktionerne. P& figur 7.3
»ér angivet sammenhzngen mellem den kritiske last Pkr og ophangnings-
hgjden H for forskellige verdier af kabelhaldningsvinklen v .
Bjelkegeometri og materialedata svarer til bjalke F8411 omtalt i
eksempel 7.1 og 7.2.A (type I).
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Fig. 7.3: Sammenhzngen mellem den kritiske last Pkr og ophangnings-
hgjden H for forskellige vaerdier af kabelhaldnings-
vinklen v .

For H = 0 er kiplasten Pkr lig med nul uanset stgrrelsen af v ,
o

_ idet lasten P angriber i bjelkens overside. Kurven for v =0 gar
for H » o imod kiplasten for den gaffeloplagte bjzlke, idet stgrre
og stgrre H-verdier svarer til en bedre og bedre rotationsfastholdel-
se af bjalkeenderne. I det aktuelle tilfzlde ligger denne grznsevardi
for Pkr under bjzlkens brudlast. Dette er derimod ikke tilfaldet
for de gvrige kurver p& figur 7.3 , idet de hzldende kabler for sti-
gende vardier af H vil give stgrre moment i(bjalken, selvom belast-
ningen P holdes konstant. Herved kan brudlasten blive overskredet,
hvilket dog ofte, som det ogs& fremg&r af figuren, sker for sd store
verdier af H , at det kun har teoretisk interesse.

Kendes &n eller to af stgrrelserne P, H og Vv, giver kurverne pé
figur 7.3 mulighed for at valge den eller de ¢gvrige stgrrelser, sa-
ledes at kipning undgés.

Anvendelse af dimensionslgse parametre til beskrivelse af kurverne
p& figur 7.3 skgnnes ikke at @ge kurvernes generalitet, idet nogle

af de indgiende stgrrelser varierer p& grund af revnedannelsen og de



elastisk-plastiske spandingstgjningsrelationer. Ved elastiske bereg-

ninger anvendes ofte faktoren m i nedenstdende udtryk for Prr i
stedet for Pkr selv
VETI . GI,
Pkr = m ———— (7.1)
L2
og som dimensionslgs fjederkonstant
LP H
_ kr
k= e (7.2)
\
Per
i stedet for -5 eller blot H .

c. Belastninger.

Belastningerne kan bestd af en vilkérlig kombination af koncentrere-

de og fordelte belastninger angribende i den lodrette plan, som

4 KIPMOMENT 1 {kNm)
VED BIRLKEMIDTE

150

KONCENTRERET LAST, KORTTID

LASTANGREBSNIVEAU

100

i .
|
JEVNT FORDELT LAST, KORTTID

o

: t.‘vD'L

10m

05 m

] 1 !
, KONCENTRERET LAST, LANGTID
~_— <l
- ] : 0P €
| T~
: JEVNT FORDELY LAST, LANGTID YR N

BUND A

50 - . s
~05 m

-10m

LASTANGREBSNIVEAU
\ METER

3
14

olq

Fig. 7.4: Kipmomentets variation med lastangrebsniveauet ved kon-
centrerede og javnt fordelte laste. ) )
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indeholder bj=zlkeaksen. Dette eksempel er begranset til at under-
sgge lastangrebsniveauets indflydelse pd kiplasten dels for en lod-
ret, koncentreret kraft ved bjalkemidte, dels for en lodret, jaevnt
fordelt belastning (se figur 7.4). Bjzlkens geometriske og fysiske
karakteristika er de samme som i de foregdende eksempler, medens

der som randbetingelser udelukkende benyttes gaffeloplagning.

P& figur 7.4 ses fire kurver svarende til langtids- og korttidsbe-
lastning med henholdsvis en lodret, koncentreret kraft angribende
ved bijzlkemidte og en javnt fordelt belastning. Betonens initial-
elasticitetsmodul og brudstyrke ved langtidsbelastningen er regnet
at vare 104 MPa og = 31.9 MPa , medens disse stgrrelser ved kort-
tidsbelastningen er regnet at have vardierne 2.44-104 MPa og

- 37.5 MPa . Af figuren ses, at kurverne klart afspejler de forlgb,
som man p& forhdnd forventer. Her tankes dels pd de lavere kip-
momenter ved langtidslast, dels.pé den stgrre variation af kipmomen-
tet som funktion af lastangrebsniveauet ved den koncentrerede kraft.
Fgrstnavnte forhold er indlysende, medens sidstnavnte forhold skyl-
des, at de stgrste flytninger og rotationer sker ved bjzlkemidte.
Herved far den koncentrerede kraftived bjelkemidte stgrre effekt
end en belastning, som er javnt fordelt langs bjalkeaksen. Denne
stgrre effekt galder afh®ngig af lastangrebsniveauet bade den val-
tende og stabiliserende virkning, og man fir derfor ved et tilstrak-
kelig lavt lastangrebsniveau en skariﬁg mellem kurverne for den
koncentrerede og den javnt fordelte last.

Ved lastangreb nar ved forskydningscentret vil 'den valtende og
stabiliserende virkning som fglge af lastangrebsniveauet vare mini-
mal, og man kan derfor her studere hvilken belastningstype, der
uden disse virkninger giver det stgrste kipmoment. Ved den aktuelle
bjelke ligger forskydningscentret mellem niveau B og C p& figur
7.4, og den koncentrerede kraft ses derfor, som ventet, at give det
stgrste kipmoment.

D. Geometri og tvarsnitshvalvning.

Forsyner man den bjalke, som er blevet benyttet i de ¢vrige eksem-
pler, med flanger af varierende stgrrelse, kan man som vist pd& figur
7.5, opfeghé’kiplésten som funktion af‘den.rg;ative flangebredde
B/h . R IR i PR . T :



- 76 -

P& figuren forudsazttes, at bjelken er gaffeloplagt, og at belastnin-
gen bestdr af en lodret, koncentreret kraft ved overside bjzlkemidte.
Korttids—- og langtidsarbejdskurverne svarer til de i eksempel 7.2.6
angivne. ' '

4 KIPMOMENY t [kNm]

TRAKERUD

300

. 200

100 h=1000

2K22

L 4

0 005 o1 02 03 04 /b

Fig. 7.5: Kiplasten som funktion af den relative flangebredde b/h
‘for henholdsvis korttids- og langtidsbelastning.
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'Af figuren ses, at kiplasten vokser meget hurtigt med flangebredden.
En ggning -af denne er derfor et meget effektivt middel til opndelse
af stgrre kiplast.

Pisatter man desuden en underflange, som vist pd figur 7.6, og:
holder man armeringsarealet usndret, pavirkes kiplasten ikke, idet
revnedannelsen bevirker, at underflangen ikke indgdr i det effektive
betonareal. Med en relativ flangebredde b/h p& 0.2 og korttids-
belastning f&s en kiplast svarende til punkt 1. p& figur 7.5. P&
trods af revnedannelsen vil de to excentrisk placerede K 14 arme-
ringsjern vist p& figur 7.6 medvirke til at give I-bjalken en vis
hvalvningsstivhed og dermed en forggelse af kiplasten. Beregnes
hvaelvningsstivheden efter principperne i afsnit 6.2.3, £ds en kip-
last angivet ved punkt 2. p& figur 7.5, hvilket svarer til en for-
ggelse p& 5.5 procent. Hvalvningsstivheden vokser ved forggelse

af I-bjazlkens flangebredder, men da kiplasten, som det fremgdr af
figur 7.5, ligeledes vokser med flangebredden, vil den procentuelle
forpgelse ved medtagning af hvalvningsstivheden generelt vaere beske-

den. Stgrre effekt pd kiplasten kan man derimod opnd ved forspanding
af bjzlken.

51

1000

Fig. 7.6: Alle mal i mm

Gives K 22 armeringsjernet i I-bjzlkens underflange vist pad figur
7.6 en forspanding p& 400 MPa ved bjzlkemidte og linezrt aftagende
til nul ved bjalkeenderne, sdledes at momentkurven fra forspandingen
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har samme.form'som momentkurven fra den pésatte koncentrerede kraft,

f&r man en forggelse af kiplasten med 11 procent ,: (punkt 3. pa

'figur 7.5). Forspanding kan derfor bruges til at forgge kiplasten,
idet momentet fra forspandingen gger trykzonens areal.

g
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8. KONKLUSION

I denne rapport, samt forarbejdet hertil [Pedersen.79-1], er opstil-
let en metode til beregning af betonbjelkers kipstabilitet med hen-
syntagen til betonens og armeringens specielle materialeegenskaber,
herunder krumme arbejdslinier, revnedannelse, svind, krybning og
relaksation. Endvidere er der i tilknytning hertil p& basis af den
angivne beregningsmetode udviklet et EDB-program til kipstabilitets~

beregninger.

I rapporten er hele udviklingen af problemets styrende differential-
ligninger med tilhgrende randbetingelser foretaget, idet det dels
skgnnes at give en bedre basis for den gvrige del af arbejdet, dels
er vanskeligt i litteraturen at finde disse differentialligninger
og randbetingelser beskrevet i en tilstrzkkelig generel form. De
omtalte differentialligninger er opstillet for den udeformerede
tilstand svarende til det klassiske initialkipstabilitetsproblem.
Lgpsningen til dette problem giver en gvrevaerdi til den virkelige
1gsning pa& grund af uundgdelige imperfektioner, sdsom forhands-
krumninger, ungjagtig armeringsplacering og inhomogeniteter i be-
tonen. En medtagning af disse imperfektioner vil ggre beregningerne
langt mere omfattende, og fordelen ved en forbedret metode kan van-
‘skeligt udnyttes, idet stgrrelsen af sddanne imperfektioner ofte

er darligt bestemte eller ikke kendte, isar pd projekteringsstadiet.

Ved beregningerne kan der benyttes meget generelle fysiske betingel-
ser for de indgdende materialer. Man kan tage hensyn til betonens
revnedannelse og trakstyrke, samt vzlge mellem linezrelastiske,
linezrelastisk-idealplastiske og krumliniet elastisk-plastiske
arbejdskurver for beton og slap og forspandt armering. Man har mu-
lighed for at behandle langtidsbelastning og korttidsbelastning,
samt kombineret langtids—korttidsbelasthing, hvilket s8 vidt vides
ikke tidligere er foretaget i forbindelse med kipstabilitetsbereg-—
ninger. Belastningen kan bestd af en vilkarlig belastning angriben-
de i bjzlkens lodrette symmetriplan, medens randbetingelserne enten
svarer til gaffeloplagning eller wireophangning. Langs bjalkeaksen
er det muligt at variere betontvarsnittets dimensioner, den slappe
‘og forspandte armerings tvarsnitsareal og placering, samt stgrrelsen
af den neutraliserede forspanding.



- 80 -

Med den opstillede beregningsmetode og det udviklede program er der
skabt mulighed for at foretage mere ngjagtige kipstabilitetsbereg-
ninger end hidtil ogsd i tilfalde, hvor de geometriske, fysiske og
statiske forhold er komplicerede. Endvidere er systemet velegnet til
kontrol eller modifikation af simple tiln®rmelsesmetoder, som ofte
med fordel anvendes ved enkle belastninger, simple randbetingelser
og enkel geometri.

Den numeriske lgsningsmetode angivet i afsnit 6.4 til l¢gsning af

det opstillede. egenvardiproblem er baseret pd potensmetoden, samt
varianten heraf, -invers iteration. Matricen, som i disse metoder
benyttes til sggning af egenvardierne, er her opstillet ved brug

.af finite differenser. Denne fremgangsmdde er -i det aktuelle til-
faelde. langt det simpleste, idet differensmetoden direkte: kan anvende
de letfortolkelige og traditionelle tversnitskonstanter, der her
ganske vist er belastningsafhangige. En anden fordel er den relativt
simple midde sammenlignet med elementmetoden, hvorpd komplicerede.
fysiske betingelser kan behandles. Ved elementmetoden kan revne-
-dannelsen og den elastisk-plastiske opfgrsel af beton og armering
- klares ved en plasticitetsteoretisk lgsning [Chen.75-2] eller ved

en ikke-linearelastisk l@sning, se [Pedersen.76-2] og [Ottosen.79-21],
men kun ved meget omfattende og komplicerede beregninger. Derimod

er der sd vidt vides endnu ikke udviklet finite elementer, som kan
behandle kombineret langtids-korttidsbelastning.

Beregningsresultater sammenlignet med forsggsresultater viser en
tilfredsstillende overensstemmelse i betragtning af de store usik-
kerheder, der altid knytter sig til stabilitetsforsgg. Beregningerne
.afspejler endvidere en rakké kvalitativt indiysende forhold ved kip-
stabilitetssvigt. Det fremgér blandt andet, at hensyntagen til
..revnedannelse er af stor betydning ved, alle verdier af forholdet

- mellem.bjazlkens kiplast og brudlast, medens ikke-lineare arbejds-

- kurver kun .har betydning ved hgje vardier af dette forhold. Kip-
lasten ved korttidsbelastning, kombineret langtids-korttidsbelast-
.-ning og langtidsbelastning aftager i den navnte rakkefglge. Ved
wireophangte bjalker vokser kiplasten med gget torsionsfastholdelse
og aftager med wirernes afvigelse fra lodret pd. grund af den herfra
stammende vandrette wirereaktion. Endvidere er lastangrebsniveauet
af betydning, idet et hgjere niveau medfgrer en mindre kiplast. Ved
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T- og T-bjzlker har trykflangebredden stor indflydelse p& kiplasten,
som vokser starkt med voksende flangebredde, medens medtagning af
hvelvningsstivheden kun giver en lille ¢gning af kiplasten. Forspan-
ding giver en ikke uvasentlig ¢gning af kiplasten, idet momentet fra
forspandingen gger. trykzonens areal.

I det foreliggende arbejde er der tilstrabt en stor generalitet og
fleksibilitet i de indgdende betingelser og stgrrelser, sdledes at
b&de meget simple og meget komplekse problemer kan behandles med den
grad af ngjagtighed, som problemet kraver. De meget generelle betin-
gelsér‘fof arbejdskurver, hvalvning, randbetingelser, belastninger
og geometri gg¢gr endvidere det udviklede EDB-program velegnet i for-
bindelse med fremtidige undersggelser.

Sadanne fremtidige undersggelser bgr bestd af en systematisk analyse
af en rakke af de tidligere navnte parametres indflydelse p& kipla-
sten, idet eksemplerne i kapitel 7 kun er tankt som en prasentation
af nogle af de muligheder, der ligger i det udviklede EDB-program.
Et andet vasentligt omrdde, der bgr undersgges narmere, er imperfek-
tioners indflydelse p& kiplaste.
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APPENDIX A

Vedrgrende de kontinuummekaniske grundbegreber henvises til [Eringen.
'62*2], idet disse begreber i det"f¢lgeﬁde vil blive brugt uden narme-
re forklaringer.

Légrange's t¢jningstensor €ij udtrykt ved Green's deformat;oﬂs%‘

tensor c,

ij
= l(c )
€13 T 2'%137 943
= 1(c é - g‘g.) " ’ B o o T (a.1)
2'Ci€5 7 93357
hvor
: Ixr - S . s s
¢ = —3 (A.2)
9x
og '
9R o
9; T 1 (A.3)
9x

b4 angiver materielle koordinater.

Flytningsvektoren u er givet ved
‘u=xr-R, SRR : : - B4

hvor r og R er henholdsvis den rumlige og materielle stedvektor.
Det vil sige stedvektorer til samme materielle punkt i heénholdsvis

den deformerede og den udeformerede tilstand.

Idet de anvendte tensorer svarer til en Lagraﬁge'sk'beskriveisé,
vil referencekoordinatsystemet og dermed gij vare rumlig fast,

medens cij vil @ndre sig med deformationen.

Der anvendes svage variationer, hvilket vil sige flytninger af ty-
pen: » o '

L= Uy + &w=u;+v (A.5)
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hvor u, og w er funktioner af de materielle koordinater x

og u, endvidere svarer til den betragtede deformationstilstand.
Ved hjalp af (A.4) og (A.5) udledes fglgende resultater til senere
brug.

_ . a . - ~ B .

8r = elgg(R+ (ugte W))]E=20 Sew=yv=ve , (a.6)
hvor Vk er virtuelle flytningskomponenter ud fra den deformerede
tilstand. )

Je21 @ (Rs (u ot e w)] =0 (A.7)
2 g BT Bo T e W ymy = 0 '

§%r = "
—0

Idet gij ifglge tidligere bemerkninger er konstant og dermed
S gij =0 (A.8)
_fér man for den fgrste variation af Lagrange's tgjningstensor:

=1 -
§ej3 =38 (e53-9;53)

=1 =1 .
=320045 =38 (g; gy

=1 .
= 5(8 ¢4 reyte 8 gj) . (A.9)

Benyttes (A.2) og (A.6) fas

1 a(vkgk) a(vkgk)' ‘
[ €i. =-2‘(—'—-'j?— E. +9‘l —.) (A.10)
J Ix J 3x7
3(ve®  av ack
T =3¢ *tv —% s (A.11)
9xX Ix 9x
Ifpglge [Green.54~2] f&s
k
3c
=  _ k r
— = -{;" e, » , (a.12)
9xX



- A3 -

Af (A.10) - (A.12) fés

oV
_ 1 k k _ r
Seyg T3l g erey ~ vl leey)
owv
k k k r
+ ('5;-— ccy Vk{j r}g Cl))
1, 9V x K ,.r
= 7(( 3—X—l 5j - Vk{i r}é‘])
v
k k k r
+ (—= 8, = v {.7167))
3xd  * k'3 r'i
v,
1 3 k
= 5 (( = - {.7.}v,)
2 axt i3 'k
IV,
k
+ (= = {5 )
ax’ 317k
=1 + v, ) (2.13)
27,3 T V) °
hvor vi,j og Vj,i er de kovariante afledede af_ vy o

Ved anvendelse af (A.9) fé&s fglgende udtryk for den anden variation

'aﬁ 8 Eij

1 ,
2 = — . .
6%ey4 = 58 (8¢, gy * = ng)

= Vs, : 2 R N
= 2(6 (<9 Ej + 269i69j + 916 gj) ) ) (A.14)

Anvendelse af (A.2) og (A.7) giver

(=]
N
Il
it
(5]

(A.15)

Indsattes (A.15) i (A.14) fés
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2 Z i .
8 €54 = égiégj . . . (A.16)

Af (A.2), (A.6) og (A.11) f&r man

k dc, v acP
s2e; = Er g+ vF K (R P4y (a.17)
J ax ax’ . axJ P axd
Analog til (A.12) kan man vise, at
9c
-k r
—_— = .}lc (A.18)
axt k i'=r
Indsattes (A.12) og (A.18) i (A.17) fas
k v,
2 = (OV k r P .p . P m
8 €13 (axi Eg TV {k i}gr)(axj £ Vp{j m}E )
k k m
= (9v r m v _ P
(aXi + v lgc (;;3 Vp{j )
k .m, k
= § .= . . .
V,i kvm,j v'lvk'J (A.19)

Formlerne (A.13) og (A.19) giver henholdsvis den fgrste og den anden
variation af Lagrange's tgjningstensor udtrykt ved de virtuelle flyt-
ningskomposanter vy o-

'Hvis det anvendte koordinatsystember kartesiék, er Cristoffelsymbo-
lerne lig med nul og kovariante og kontravariante stgrrelser iden-
tiske, hvilket betyder, at de afledede kan betragtes som sedvanlige
afledede. Det anvendte koordinafsystem ¢; kan med god tilnarmelse
siges at vare kartesisk, hvis fglgende betingelser er opfyldte. Re-
férencesystemet g5 skal vare kartesisk. Flytninger og tgjninger
svarende til den betragtede ligevagtstilstand skal vare smi, idet

stabilitetsligningerne da kan opstilles i den udeformerede tilstand.
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