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RESUME

Nervaerende afhandling omhandler anvendelse af matematisk plastici-
tetsteori kombineret med optimeringsteknik for beregning af jern-

betonplader.

Specielt behandles udvikling af automatiske numeriske metodexr dels
til maksimering af lastfaktoren for en given pladekonstruktion be-
lastet med proportionallast med en given lastfordeling dels til mini-
mering af det samlede armeringsforbrug for en plade med givne beton-

m&l, givne belastninger og given armeringsarrangement.

Afhandlingen konkluderer at en rationel og sikker beregningsmetode,
der er anvendelig i praksis,- kan opnds ved benyttelse af plastici-
tetsteoriens nedreverdimetode og linear programmering.

Kontinuumsproblemet diskretiseres ved elementinddeling. S&kaldte
ligevagtselementer benyttes, sdledes at total ligevagt sikres ved
opstilling af et lineart waswammm%mwmat Flydebetingelserne linea-
memwmm og giver sdledes et sat linezre uligheder ved opstilling i
en razkke pa forh&nd valgte kritiske punkter. Idet kostfunktionen -
som enten er lastfaktoren ved bareevnebestemmelsen eller det samlede
armeringsforbrug ved dimensioneringsopgaven = ogsd er. linear, fas
herved et lineart programmeringsproblem, der kan lgses ved hjalp af

almindeligt tilgzngelige standardprogrammer.



SUMMARY

This report treats the possibility of using limit analysis combined
with optimization techniques for reinforced concrete slabs.

The report is especially concerned with the mm<mwow5msﬁ.0m automa-
tically numerical methods for maximization of the limit load for a
given slab subjected to proportional loading with a given load-
distribution and for minimization of the total amount of tensile
reinforcement necessary in a slab with .given concrete dimensions,

subjected to given loads and with m.@»<mb arrangement of reinforcing
bars.

The report concludes that a rational and safe method for practical
use can be achieved using the lower bound method of limit analysis
combined with linear programming.

The continuum problem is discretized by means of finite element.
Equilibrium element types are used so that overall equilibrium is
ensured by setting up a set of linear equations. Linearising the
yield conditions results in a set of linear inequalities when estab-
lished in a.number of a priori selected critical points. Since the
objective function -~ which is either the load factor in the .limit
analysis problem or the total amount of tensile reinforcement in

the limit design problem - is also linear, the resulting problem is

mcmmmOHHwnmmﬂwwomﬂmsawbm.swﬁorombvmm0H<mmv<@mbmHmHmcwwwn
able standard routines. ’
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INDLEDNING

I denne afhandling behandles primert automatiske numeriske metoder

for beregning af jernbetonplader.

For en given plade pavirket af proportionalbelastning med given
Hmmnmowmmwpdﬁ bestemmes lastfaktoren. <m& samme fremgangsmade be-
stemmes det minimale armeringsforbrug mOH en plade med givne beton-
dimensioner, givne belastninger og i forvejen valgt mHEmHH:@mmHHmdl

gement.

Metoderne angdr alene brudsikkerheden, idet forhold som stivhed,

stabilitet og skadelige revnevidder i det vasentlige ikke bergres.

De numeriske metoder baseres p& plasticitetsteoriens nedrevardimeto-
de kombineret med matematisk optimeringsteknik og placerer sig s&-
ledes. inden for det efterhinden.vidtspazndende omride: optimering af
bazrende konstruktioner.

Genriem de sidste 20-30 &r er udviklet adskillige matematiske opti-
meringsteknikker, der har fundet anvendelse ved analyse og design
af bzrende konstruktioner. Isar md line®r programmering fremhaves
for sin anvendelighed ved lgsning af forskelligartede problemer.:

Af speciel interesse i dette arbejde er optimeringsteknikkens an-
vendelse i forbindelse med plasticitetsteoretiske beregninger. Frem-
gangsmadden ved benyttelse af linear programmering sammen med ekstre-
malprincipperne illustreres i kapitel 2 ved dimensionering af en

plan rammekonstruktion.

I kapitel 3 opstilles generelle fremgangsmdder for optimering af en
vilkarlig konstruktion p& basis af enten gvre- eller nedrevardimeto-
den. Kontinuumsproblemet diskretiseres ved elementinddeling, finite
element. Specielt formuleres lineazre programmeringsproblemer for
konstruktioner med linexre eller lineariserede flydebetingelser.

Med udviklingen af flydebetingelserne for jernbetonplader, som blev
foretaget i 60'erne, er det nu muligt at anvende matematisk pla-

sticitetsteori ved beregning af disse konstruktioner.

I kapitel 4 angives grundlaget for at formulere beregningen af en
jernbetonplade efter nedrevardimetoden i form af et lineart program-
meringsproblem, d.v.s. optimering af en funktion, der udtrykkes li-

neert i et antal optimeringsvariable under hensyntagen til et sat




linexre restriktioner i disse variable.

Restriktionerne udggres af et sat statiske ligevagtsligninger og

et sat lineare flydebetingelser, uligheder. De statiske ligevagts-.
ligninger opstilles automatisk ved anvendelse af ligevagtselementer
og sikrer s3ledes et statisk tilladeligt momentfelt. Der vises to
rektangulere og to trekantforméde ligevagtselementer. mwwmmvmﬁwb@mwl
serne lineariseres og owmwwwwmm.NCﬂoamﬁHmw i en Hmwwm.wm forh&nd
valgte kritiske punkter. Herved udtrykkes betingelserne i moment-
feltets parametre samt de valgte design-parametre (jernarealer) for

dimensioneringsopgavens vedkommende.

Pnskes pladens bareevne bestemt for en given lastfordeling indgidr
alene moment-parametrene i de lineare flydebetingelser. Opgaven
bliver her at maximere lastfaktoren, d.v.s. objektfunkticdnen exr
umiddelbart linear. Ved dimensioneringsopgaven udtrykkeés objekt-
funktionen, det totale armeringsforbrug, som en line=r funktion i
de valgte design-parametre. Altsd formuleres for begge opgavetyper

et lineart programmeringsproblem.

I kapitel 5 omtales den numeriske behandling af det opstillede LP-
problem. Det viser sig tidsbesparende at lgse det tilhgrende duale
LP-problem. Herved opnds ogsd fordele ved dimensionering for flere
belastningstilfelde. Endelig omtales visse ngdvendige proportione-
ringsmetoder for opndelse af sikre statisk tilladelige lgsninger.

De numeriske metoder er afprgvede i dette arbejde ved beregning af

forskellige pladeproblemer. Resultaterne vises i kapitel 6 sammen

med relevante resultater fra andre arbejder.

Andre optimeringsmetoder med anvendelser for beregning af jernbeton-
@Hmmmﬂ.vmdﬂmmﬁmm i kapitel 7, idet isar numeriske metoder behandles.
Specielt omtales automatiske ¢gvreverdimetoder (mekanismemetoder)

samt tilnarmede ekstremalmetoder.

Det konkluderes, at med det nuvarende kendskab til forskellige op-
timeringsteknikkers effektivitet og pdlidelighed bgr en rationel
dimensioneringsmetode med anvendelse for praksis vare baseret Wm
lineazr programmering. LP-problemet bgr formuleres ved nedrevardi-

metodens fremgangsmiade.

I kapitel 8 gives forslag til opbygningen af et praktisk anvendeligt

Der papeges endvidere andre relevante pladeproblemer til

EDB-program. :
i denne afhandling prasenterede grundlag ikke kan

hvis behandling det
siges at veare tilstrakkeligt.

Vektorer og matricer angives ved bglgestreg under symbolet. Summations-—
konventionen anvendes ved gentagelser af indices: i, j, k, 1, m, n 09
r . I gvrige tilfazlde benyttes summationstegn, ndr der skal summeres.

Konventionen gazlder for index savel stdende for oven som f
I enkelte afsnit

or neden,

i i i, i
d.v.s. i udtryk som: m»vw~ a UH. mHU og a’b’ .

anvendes betegnelser med anden betydning end den i symbollisten giv-

ne. Betydningen vil da fremgd af teksten.




1. OPTIMERING AF BZERENDE KONSTRUKTIONER

‘Den fgrste udnyttelse af EDB var at vHommeBmﬁm de simple analyse-
metoder til automatisk beregning ved hjalp af computer. Derefter
fulgte udviklingen af trovardige og hurtigt regnende ligningslgsere
med anvendelse ved beregning af mere komplekse konstruktioner. Her
kan bl.a. navnes programmering af kraft- og deformationsmetoden for
beregning af rammekonstruktioner, idet opstilling af konstruktionens

fleksibilitets- og stivhedsmatricer programmeredes.

Det er ikke vmsmwmﬂmb her at give en fuldstandig behandling af de
forskellige Emnmamﬂwmwm.OGWMSmHM&QMﬁmw3HWWmHm anvendelse inden for
projektering af barende konstruktioner. Det tilstrazbes blot mw.mw<w.
en status for teknikkens udvikling og nuverende stade samt at give ‘
en kort omtale af de vesentligste Bmﬁmawwwmwm.owﬁuimwwsmmamﬁommw~ der .
eksisterer og benyttes i dag. I det fglgende vil udtrykkene "matema-

tisk programmering" og =Emdm5mﬁwmw.ovwwgmwudm= blive brugt synonymt.
Fgrst 1 starten af 60'erne viste sig den fgrste nyudvikling, som var

direkte pavirket af EDB-teknikkens udvikling, nemlig formuleringen af
finite element metoden samt systematisering af de kendte differensme-
toder. Ved disses brug har det veret muligt at omsatte mere forfinede
teorier til praktisk brug ved projektering af konstruktioner af mere

‘1.1 Historisk oversigt

I takt med de sidste 20-30 &rs store mHmEmWHHQﬁ inden for’ mwmwnﬂo:pmw
databehandlings omride er der udviklet adskillige v0¢m5ﬂpmpum Bmﬁmsms

tiske optimeringsmetoder beregnet for anvendelse af EDB.
kompleks struktur.

Det teoretiske grundlag for de forskellige elementmetoder md siges i
dag at have ndet et tilfredsstillende stade af fuldkommenhed. Set i
relation til kendskabet til materialeegenskaber og de foreskrevne
Umpwwﬁswbmmwm sandsynligheder m& den nuvarende viden om de forskelli-
ge elementmetoders mm&mdwmm siges at vare tilfredsstillende, nir der
betragtes mpmmwwnwﬂmwmﬁmOHmemwm beregninger af de konstruktionstyper,

Mange forskere inden for omradet barende konstruktioner har tidligt
i disse optimeringsalgoritmer set muligheden for anvendelse ved wmum@:
ning og dimensionering, eller med en mere punmhbmﬁMObwp vmﬁm@nmpmm.

inden for analyse og design af bazrende konstruktioner.

Til trods for den enorme forskning p& dette omride, hvis omfang bl.a.

illustreres af den mengde litteratur, der er publiceret om emnet i

de kendte tidsskrifter, har selve optimeringsteknikkeén dog endnu ikke M . . . . o o
fundet den anvendelse i projekteringen, som dens indbyggede mulig- | B Umzwﬁﬁmw * wwmwmpm. Umd,HomﬁmHmem mHUmuwm pa dette felt md for-
heder synes at berettige til. Grundene hertil kan vare mange. For at | ventes at Hﬁmmm 1 at lette det manuelle arbejde, der er mowvmbamd med
belyse disse vil vi fgrst se 1idt p& den historiske udvikling angdende metodernes anvendelse. Heri bl.a. udvikling af generelle rutiner, der
den almindelige projekterings anvendelse af EDB. ud fra valgte elementtyper automatisk foretager gnskede elementindde-
linger og s&ledes begranser den ngdvendige inputmengde. Konkurrence-

evnen for de eksisterende kommercielle elementprogrammer viser sig

I tiden fgr fremkomsten af elektroniske regnemaskiner var man tvunget
ofte at vare betinget af en rimelig lgsning af dette forhold.

til at antage simple matematiske modeller for den konstruktion, man

skulle dimensionere, hvilket i sig selv helt op til vore dage har ve- A . .

ret medvirkende til ogs& at foretrazkke simple udformninger af kon- De hermed navnte hovedgrupper af EDB-metoder anvendes i dag i udstrakt

struktionen. Yderligere simplificering har s& veret indfert ved at . grad ved analyser i forbindelse med projektering af bazrende konstruk-

foretage en forenklet analyse af den matematiske model under hensyn- | tiomer. Forholdene stiller sig mbmmﬂwmmmm angéende benyttelse af mate-
matisk programmering ved dimensionering.

tagen til hele tiden at vare "pi den sikre side".
Denne teknik er isar udviklet gennem de sidste 15~20 &r. Dens fgrste

Dette har naturligvis medfgrt store sikkerhedsmarginer som fgr i tiden
har varet mere Umnmdﬁwmmmm,mnm nu, hvor bl.a. materialeegenskaberne - anvendelsesomrdde var inden for gkonomisk meﬁHmmDHbm.

i sig selv samt kendskabet til disses vmﬁ%mswna for konstruktionens Metodens anvendelse ved projektering af en konstruktion kan vaere af

i egenskaber er udvidet, si en mere forfinet teori med rette kan anven- fglgende art: Konstruktionens udformning er fastlagt med undtagelse
des. af et sat dimensioneringsvariable opstillet i vektoren
hvor D, kan vare en dimension, materiale-

B = AU‘_~UN~ aae -UZUV~




konstant, forspendingsgrad etc.

Der stilles nu p& forhand visse krav til konstruktionens opfgrsel.
Disse kan vere udtrykt i restriktioner for spandinger, nedbgijninger;
egenfrekvenser, minimumskrav for dimensioner bestemt ved normkrav
©.s.v. Ovenstdende krav udtrykkes pi matematisk form dels ved de
valgte mwamnmwonmﬁusmm<mﬂwmvwm~ et antal statiske parametre

F = Am4~wm‘ e zmv samt et sat geometriske parametre W=
ASA~SN~ e ~EZEV. Konstruktionens "godhed" udtrykkes .nu ved et
funktionsudtryk, hvis variable er indeholdt i D,E og W . Det
er nu denne funktion, objektfunktionen, der skal optimeres (mak-
simeres eller minimeres) under hensyntagen til de gazldende begrens-
ninger, restriktioner. Samles samtlige variable, optimeringsvariable,

nu i vektoren x = Axé.xm~ e ~xzv » hvor N = ND + NF + NW kan

~

optimeringsproblemet opstilles som:

optimer z = Nﬂwv

med hensyn til g, (x) < 0 i=1,2, ees M
& =Y ! .

I HmmnHHWﬁHODmﬂsm er dmﬁcﬁppm<wm ommm p:mm:onﬂ 3&m<mbmpmm ligninger,
s8 som statiske HHQm<mammHHanpdqu~ Woawmnmvapﬁmﬁmwwmbwbmmh 0.S8.V.
Der md mmp<mswmmwpa ikke indgd variable i ovumWﬁWGSWﬂHOdmb som ikke
er HmwﬂwmmbﬁmHmﬁ i HmmWprwHOSmﬂsm. :<Hm @Howpmamﬁ skal 3m<m mn .

endeligt ovﬁpaﬁa

For at (71.1.1) skal have en optimal lg#sning kraves, at der eksisterer
mindst &t sat mulige--lgsninger, d. V.s. der eksisterer mindst &t sat
<mHHmva~ der owmwpmmw HmmﬂHPWﬁHObmH:m. Dette wmb gives en @moamwwwmw
mownowwnpam~ idet HmmnHHWﬁPOszmwﬂwwwmsm~ Axv =0 ,i= Av ce. M
Ummwmasmh M vwwmﬂmpmmmﬂ i det N~ mpsm:mpoumwm Hns. Der WHm<mw s8-
ledes, at de M hyperflader vmaﬁmdmmﬁ et OSHmmm. der Hbamwowmmw
mindst et punkt og evt. er et 5msmmpwmﬁ omr&de. Er X en to- mpamdl
mwommH vektor kan forholdene illustrereés som vist p8 figur 1.1.1.
Optimeringsopgaven mw¢mﬁ ved (1.1.1) er indlysende mmzmw,mww Igsning
ved EDB. Objektfunktionen skal ‘undersgges i forskellige punkter. Af-
hangigt af resultatet skal nyt punkt opsgges ud fra programmeret stra-
tegi. De forskellige algoritmers anvendelighed vurderes:ud fra hvor
hurtigt og 3<0H.mwwwmwﬁ den globale optimale lgsning nis.
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1.2 Oversigt over matematiske optimeringsteknikker

Neden for er angivet de vasentligste metoder for matematisk program-

mering med anvendelse inden for barende konstruktioner.

1. Line®r programmering:
Denne er den hidtil bedst kendte og mest effektive metode. I
princippet f&s her altid den globale lgsning for problemer, der
kan formuleres ved en linear objektfunktion med tilhgrende
linezre restriktioner. ‘
Dens fgrste anvendelsesomride inden for barende konstruktioner
var beregning.og Q»BmsmHObmHHba af plane rammer bestdende af
ideal-plastiske materialer.
Metoden er kort beskrevet i denne mmwﬂsmwunmm appendix.. For
nermere beskrivelse af metoden henvises til Gass [69.1] og
Kiinzi [67.1]. . A

2. Kvadratisk wwomnmaamnwnm"

Er objektfunktionen givet ved et kvadratisk udtryk i de valgte
optimeringsvariable og er restriktionerne givne.ved linezre
udtryk haves et kvadratisk programmeringsproblem. Denne metode
kan anvendes inden for plasticitetsteoretisk analyse af kon-
struktioner. Ved bareevnebestemmelse efter nedrevardimetoden
bliver opgaven at minimere den komplementare energi. Et analogt
problem f&s ved beregning af stive, idealt-plastiske bjzlker
med dynamisk pavirkning. Angdende en beskrivelse af metoden
henvises til Collatz og Wetterling [66.11.

3. Tkke-lineare metoder:

De mest korrekte matematiske modeller for langt de fleste di-
mensioneringsopgavers vedkommende . giver anledning til ikke-
line=zre optimeringsproblemer. Ved benyttelse af ikke-~lineazre
optimerings—-algoritmer kan en del af disse problemer lgses
uden yderligere simplificering af den matematiske model. Af
de hertil mest kendte metoder kan navnes:

3.1__Gradientmetoden: Se Rosen [60.1].

3.3 Sekventiel linezr programmering: Se Griffith og Steward

mnﬁmmlmc=Wﬁwosw metoden:

Denne er en mere speciel ikke linear metode. Restriktionerne

indfgres i objektfunktionen. Denne optimeres uden tilhgrende
restriktioner, idet den verdi r<mﬂ.m5wmwd restriktion over-
skrides med behaftes "med en "negativ" verdi for objektfunk-

tionen (straf), sdledes at optimum kun opnds nar alle restrik-

tionerne er overholdte. Denne metode er narmere beskrevet af

Fiacco og McCormick [64.1].

5. Geometrisk programmering:

Denne er en ret ny optimeringsmetode. Der kraves at savel
objektfunktionen som restriktionerne kan beskrives ved posy-

: . b1 b2 . bN
nomier, d.v.s. udtryk af formen: ax Xy X X5 ceeX X

hvor a, b1, ... , bN er givne konstanter. Denne metodes
anvendelse er undersggt af Morris [72.1] . Duffin, Peterson

og Zener [67.2] har givet en generel beskrivelse af metoden

og dens anvendelser.

For flere af ovenstédende ikke-linezre optimeringsmetoder har Pope
og Schmit [71.1] samt Spunt [71.2] givet nogle anvendelsesomrdder

ved beregning af bazrende konstruktioner.



1.3 Optimeringsteknikkens stade og fremtid

Det er klart, at en lang rakke projekteringsopgaver inden for barende

konstruktioner kan formuleres p& en form som (1.71.1).

Objektfunktionen vil oftest udtrykke den totale omkostning for kon-
struktionen. Ogsd andre forhold s8 som konstruktionens astetik og
funktionsdygtighed (f.eks. stivhed ved brugslast) kan medtages,

men problemet er her ofte at oammwﬁm disse mere vage egenskaber i

matematiske udtryk.

Som et kuriosum kan navnes, at Maxwell [90.1] allerede Hﬂgmwo opstil-
lede et teorem, der beskrev den totale materialemzngde, der var ngd-
vendig for at optage givne krafter i en gitterkonstruktion. Senere

i 1904 generaliserede Michell [04.1] ﬁmOmes.<mm behandling af gitter-
konstruktioner, hvori mmw<m.mﬁmumwosmwmsanHOlmb end ikke var fore-

skrevet.

I de seneste &r har en lang. rakke forfattere dyrket maﬁmﬁ“ anvendelse
af matematiske optimeringsmetoder ved beregning af bazrende konstruk-
tioner. Kun en lille del af den tilhgrende litteratur vil blive refe-
reret i det fglgende.. Fortegnelser over meOHmHHm arbejder er givet
af Sheu og Prager [68.1] og af Niordson og Pedersen- [72.2].

Der er siledes pd den ene side ydet et enormt arbejde for udviklingen
af numeriske metoder til forskellige optimeringsproblemers lgsning og
pé den anden side er der udfgrt store forskningsarbejder angéende
berende konstruktioners beregning ved hijzlp af optimeringsteknik.

Som en af de vasentligste grunde til den fg¢r navnte mangel pd prak-
tisk anvendelse af automatisk dimensionering bgr nazvnes, at lgsning
af optimeringsproblemet sadvanligvis stiller stgrre krav til EDB-
anlaggets kapacitet end de anvendte EDB-orienterede analysemetoder.
Den hastige udvikling angdende computerkapacitet og prisreduktion
for EDB - forbrug synes dog allerede nu at f4 kendelig virkning her.

En anden &rsag er uden tvivl de uheldige resultater ved for ambitigs
anvendelse af metoden, som bl.a. har givet sig udtryk ved trangen
til at opstille et komplet system med anvendelse for sa forskellig-
artede konstruktionstyper som muligt. Meget arbejde er endvidere
ofret pd at formulere opgaver, der af natur ikke er egnede til
automatisk design s8 som at bestemme en konstruktions layout ud

fra generelle kriterier angdende konstruktionens funktion. Ved en

siddan start pd anvendelse af optimeringsteknik stgder man nemlig
straks p& to store problemer. Den ene er angdende selve den mate-
matiske formulering af objektfunktionen og restriktionerne. Lad os
eksempelvis tanke os, at den konstruktion, der gnskes optimeret, til-
lades udfgrt i enten st3l eller jernbeton og at kostprisen gnskes
minimeret. For stilkonstruktioners vedkommende vil det i mange til-
felde vare rimeligt at lade objektfunktionen udtrykke den totale
vegt, medens man for betonkonstruktioner md tage flere forhold 1
betragtning s& som betonpris, st8lpris, forskalling og jernarbejde.
Det andet problem er angé&ende det opstillede matematiske optimerings-
problems mulige lgsning. Denne mulighed er nemlig i hgj grad baseret
pa eksisterende algoritmer og disses effektivitet og p&lidelighed.

Ogsd den entusiastiske skares modsatninger har varet medvirkende

til den hidtidige begraznsede udnyttelse. En vis wo:mWﬁ<memam inden
for bygningsprojektering har naturligvis ikke virket fremmende. Her-
til kommer en hyppigt forekommende mvmm¢<m0H‘mwb projekterende in-
genigrs overflpdigggrelse. Denne angst er sikkert for en del affgdt
af skrammende eksempler fra f.eks. central-administrering, men ma

i dette tilfalde mw@mm.mﬁ vezre ubegrundet. Den automatiske dimendio-
nering kan kun overtage rutinepragede operationer og séledes vare

et behageligt hijzlpemiddel, der endog kan give bedre og mere korrek-
te lgsninger samt yderligere information om lgsningens egnethed.

Endelig m& man sige, at den hidtidige forskning inden for optimerings-
teknikkens anvendelse ved projektering af barende konstruktioner for
en stor dels vedkommende har savnet en fardigggrelse til overtagelse
af praktiserende virksomheder. Dels har en del forskning pd omradet
kun givet resultater af akademisk interesse. Set ud fra et forsk-
ningsmessigt synspunkt er dette naturligvis ikke kritisabelt, idet
der ad denne vej er fremkommet ny viden af teoretisk art. Dels ser
man ofte eksempler p&, at udviklede metoder med praktisk islaet kun
har varet testet ved simple eksempler og ikke har varet afprgvet

ved lgsning af praktisk forekommende problemer. Her gelder det nem-
lig is@r for matematisk programmering, at numeriske problemer fgrst
opstar ved behandling af store datamengder, sdledes at de udviklede
metoder kan vare uanvendelige ved lgsning af praktiske designproble-

mex.



Der synes dog i de seneste &r at vare udfgrt mange forskningsarbejder
med henblik p& anvendelse af ovﬁwsmﬂwsmmﬁmwsww i praksis. Med billig-
gprelsen af elektronisk databehandling og videreudvikling af de for-
skellige numeriske lgsningsmetoder samtidig med en fornuftig udvalgelse
af praktiske dimensioneringsproblemer, til hvis lgsning owﬁHBmHHSme
teknikken er egnet, md det forventes at anvendelsen vil fa et betyde-

ligt opsving i den nermeste fremtid.

Skal optimeringsteknikken benyttes som et wuwwmeH&mmH ved beregning
af barende wosmﬁnsxﬂwo:mw m& man for det mwwsmwpm.WHOUHmSm 1¢sning
bade skele til nuligheden af at opstille en matematisk model hvorved
der kan formuleres et matematisk optimeringsproblem samt til eksisten-
mms.wm algoritmer, hvorved det opstillede vﬂowwma kan lgses sikkert og
med rimelig regnetid.

Den fremtidige udnyttelse af owdnamﬂpsamﬂmwnwwwmum muligheder peger
sdledes i retning af at begranse sig til mindre mﬁﬁwwmw af problemer

ad gangen. Disse skal have det til falles, at de med rimelig ngjagtig-
hed kan beskrives ved mmmmdam matematiske modeller, der giver ubwmmswsm
til formulering af optimeringsproblemer, der med sikkerhed kan lgses

numerisk.

En anden mulig anvendelse i fremtiden er optimeringsteknik kombineret
med interaktive EDB-systemer. Denne teknik, der endnu méd siges at
vare i sin vorden, tilgodeser b&de ingenigrens egenskaber: erfaring
og intuition, og OOSGﬁﬁmHmnm egenskaber: hurtige resultater ved lgs-

ning af komplekse matematiske problemer.

Vi vil nu forlade optimeringsteknikkens generelle anvendelse og se
1lidt nermere pd et specielt anvendelsesomrdde, som har sarlig rele-

vans for denne afhandling, nemlig anvendelse i forbindelse med pla-
sticitetsteoretiske beregninger af barende konstruktioner.

2. PLASTICITETSTEORETISKE ANVENDELSER AF OPTIMERINGSTEKNIK

Anvendelse af matematisk programmering synes iszr at have haft og mé

forventes i endnu héjere grad for fremtiden at vil f& sarlig succes
ved dimensionering af barende konstruktioner efter plasticitetsteori-
en. Ved anvendelse af plasticitetsteoriens ekstremalprincipper i
beregningerne er formuleringen af et tilhgrende matematisk program-

meringsproblem for de fleste projekteringsopgaver indlysende.

Ekstremalprincipperne vil blive summarisk omtalt i afsnit 2.1. Formu-
lering af de til metoderne hg¢rende optimeringsproblemer er umiddelbar
ved dimensionering af plane rammekonstruktioner med givne koncentrere-
de belastninger og bestdende af ideal-plastiske materialer. Ved pas-
sende formulering af objektfunktion f&s her et line®rt programmerings-
problem. Dette vil blive omtalt i afsnit 2.2 til illustration mm,Hsmn
ningsteknikken.

For anvendelse p& en bredere klasse konstruktioner er det ngdvendigt
‘at anvende diskretiseringsmetoder til. opstilling af et problem, der
kan lgses numerisk. Dette vil blive beskrevet generelt i kapitel 3.

I relation til denne afhandlings emne vil i afsnit 2.3. blive omtalt
de specielle forhold, der ggr sig geldende ved beregning af jernbeton-

konstruktioner.
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2.1 mwmmﬁwowdmnmﬂmOHHmhm.meﬁHmEmmeHdouume

Ved en dimensionering efter plasticitetsteorien af en konstruktion
bestiende af ideal-plastiske” materialer vil man sgge at finde den
konstruktion der med den mindste pris (ofte forenklet til mindst

materialeforbrug) kan bazre de givne belastninger uden at plastiske

deformationer indtraffer.

Teorien for ideal-plastiske materialer skal ikke beskrives her, idet
der henvises til fremstillinger givet af Prager [59.1] og Hodge [59.21.
En kort oversigt er givet af Nielsen [69.2]. Her skal blot navnes de
vigtige ekstremalprincipper: gvrevardisstningen og nedrevardisatningen.

Ppvrevaerdisatningen: Hvis det indre plastiske arbejde svarende til en
vilkdrlig geometrisk mulig brudmidde er mindre end det ydre arbejde,
da kan den padgazldende belastning ikke bares af konstruktionen. ,

Nedreverdisztningen: En belastning, for hvilken en sikker statisk
tilladelig spandingstilstand kan findes, kan ikke eller vil netop

fremkalde brud.

Hidtil har langt den vasentligste anvendelse af meﬁHmBmHvHHSQHmwmﬁsm
vaeret ved bareevnebestemmelser for givne konstruktioner under antagel-
se af proportionalbelastning. Det er isar gvrevardimetoder, der har
veret benyttet ved "h&ndregning". Af disse kan eksempelvis navnes

brudlinieteorierne.

Til en bareevnebestemmelse efter gvrevardimetoden md man gennemregne
en razkke mulige brudmdder og finde de dertil hgrende lastfaktorer.
Den mindste af disse giver da den ud fra de beregnede verdier mest
korrekte bazreevne. Kun under specielle omstendigheder kan man vere
sikker p& at finde den eksakte bareevne, medens man normalt vil fin-
de en bareevne pd den usikre side og uden oplysning om dens afvigelse
fra den korrekte verdi. For plane rammekonstruktioner af ideal-pla-
stiske materialer kan man ved benyttelse af mekanismemetoden finde

den korrekte bareevne.

Nedrevardimetoden har hidtil varet mindre benyttet, da opstilling af
egnede ligevagtsligninger ofte volder besvar ved almindelig "héndreg-
ning". Ved anvendelse af EDB er det dog nu muligt at opstille disse
mem<mmﬁmwwmbwbmmﬂ automatisk. Ogs& her opnds kun sjazldent den korrekte

S
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verdi af bareevnen; men metoden udmerker sig ved at give resultater

pd den sikre side.

2.2 Plane rammekonstruktioner

En dimensioneringsopgaves formulering som et matematisk programme-
ringsproblem illustreres lettest ved en rammekonstruktion, idet den
ngdvendige diskretisering her automatisk er indfgrt. Der forudsattes
ideal-plastiske materialer V normalkraftens indflydelse p& momentfor-
delingen negligeres og de opstdede deformationer regnes ikke at £8

indflydelse for konstruktionens virkemade.

Vi stiller os nu den opgave at dimensionere den pd figur 2.2.1 viste
2-fags ramme for den givne belastning. De sggte vardier er de 3
dimensioneringsvariable, >A + Ay o9 >w , der giver mindst mulig
materialeforbrug. Det antages nu tilnzrmelsesvist, at de plastiske
momenter (sdvel positive moa‘nmmmﬁw<mv er proportionale med tvarsnits-

arealerne. Objektfunktionen kan da opstilles som

z = (3x >A¢.Nx >N¢.wx >wvx L = Kx (3«x Ew;;.mx Zwm¢ﬁwx wav
P o 2P
p AxMp2 “ 910 A3MP3 P 12
217 8 4 " 6
A1, Mp1 N ALMp A1, Mp1y L
1 : 3 . 5
7777
I N " 2L N
£ A A K g

Plan rammekonstruktion af idealt~plastisk materiale.

Fiqur 2.2.1

De ubekendte momenter i de kritiske snit, 24 , ZM ? eee g zgm ,

Mpq +» Mpy 09 Mpg

- T —
X = Amz.mzmv , hvor Zy = A3d~zm. e .Eamv og

samt de valgte designvariable, reprasenteres ved

vektoren

Xyp = (MpqoMpyiMps).



Pvrevardimetoden

For alle mulige brudmdder, mekanismer, opstilles at det indre pla-
stiske arbejde er stgrre end eller lig med det ydre arbejde. Der

findes i alt 28 mulige mekanismer som vist pd figur 2.2.2.

i ..
(27) (28)
Samtlige brudmekanismer.

" Figur  2.2.2

Vi kan nu opstille problemet pd en form svarende til (1.7.17), nemlig:

. _ _ T .H. U
minimer: z = ¢Xx = ¢4 XxXy+g,X So * Zup
(2.2.1)
_ T T T
S.s.ﬁ. wxM|wéxxz+m xxz_.ulmwxmzwww

~

Her er:
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B,=[0 4 o0
1 3 0
13 0
2 2 1 .
0 0 6
2 0 4
1 1 5
3 1 3
6 0 O
5 1 0
5 0 1
4 1 1
5 1 1
4 2 1
4 1 2
3 2 2
5 3 0
6 2 1
4 3 1
5 2 2
7 1 3
4 1 6
6 2 3
3 2 6
5 2 7
3 4 6
8 2 5

L6 4 3]

Y
A" = HA\A.4.4.».»~¢.»~4\A~4~A.A~g.d~4~w~N~N,N~m~m~m~w~m‘m‘m.muex Px L

Hermed er opstillet et lineart programmeringsproblem, der kan lgses
ved simplex=-algoritmen. Lgsningen er xdw = EMJ = 0,5 xPL;

=My, = 0,25x PL 0g X,z = My3 = 0,75x PL. Objektfunktionen far
den optimale vardi: z = Kx 4,75 x PL. Ud fra lgsningen kan eftervises, at
ligevegtsligningerne tillige med flydebetingelserne er opfyldte. For
det resulterende design er belastningen altsd en eksakt brudlast.
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Nedreverdimetoden: w» =1 0 0 0 0 0 0 0 O O O O wm =11 0 0
. . -1 -0 1 0 0
I konstruktionen findes 12 farlige snit for den givne belastning. - o 1 0 ] 0 0
Konstruktionen er 6 gange statisk ubestemt. Der kan da opstilles 0 -1 0 1 0 0
6 uafhangige ligevagtsligninger. Disse ligninger udggr sammen med . 0 1 0 1 0 0
flydebetingelserne i de 12 snit de tilhgrende restriktioner. Her- 1 1 o 0
med kan opstilles fglgende linezre programmeringsproblem: 1 1 0 0
Mini T -1 1 0 0
H = x
inimer z So* ZEup . v | 1 0 0
. T : ' ) 2.2.2 3 -1 1 0 0
med hensyn til Bsx %y~ B, = 0 . (2.2.2) 1 1 0 0
LT T -1 1 0 0
wbx mz;.wmx me >0 ] 0 1 0
-1 0 1 0
Her er
) 1 0 1 0
-1 0 1 0
c, = (3,2,3) : .
<2 rer o : . ) 1" 0 1 0
-1 0 1 0
By = 0 0 0 0 0 0 -1 2 -1 0 0 0
~ . 1 o o0 1
0 0 0 o] 0 0 0 0 0o -1 2 -1 ] 0 o 0 ]
[0} -
-1 1 -1 1 1 -1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 o] 1
o -1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 -1 0 0 0 1
0 0 0 1 0 0 0 0 1 -1 0 0
0 1 0 0 1
0 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 1 o
Lo 0 0 000 0 0O 0 O O 0 -1 L 0 0 1]

mouj.Ffo,?Sex Px 1

Ved 1l¢sning af (2.2.2) med simplex-algoritmen giver dette naturligvis

samme resultat som fgr.

Det UmEmHWWm. at de linezre. programmeringsproblemer givne ved (2.2.1)o9g
(2.2.2) ikke er hinandens duale problemer i mwa<mswwm.monmﬁwbm. Det

m& dog bemzrkes, at for begge problemer kan de tilsvarende duale line-
#re programmeringsproblemer gives en mekanisk fortolkning. Dette er
behandlet -af Chan [69.3].

Cohn, Parimi og Ghosh [71.3], hvorfra dette eksempel er hentet, giver

et optimeringsteknisk bevis p& lgsningens entydighed.

Ved vHovaSmH~ hvor blot lastparameteren, ved forudsatning af propoxr-




tionalbelastning, ¢nskes optimeret ved gvre- henholdsvis nedreverdi-
metoden kan vises, at de to metoder giver duale lineazre programmerings-
problemer, hvilket bekrafter plasticitetsteoriens entydighedssatning.
Af arbejder pd dette felt kan navnes Charnes, Lemke og Zienkiewicz
[59.3], Foulkes [54.1], Livesley [56.1], Hemp [64.2] og Prager [65.1].
Marcal og Prager [64.3] har angivet en metode til Hsmmwbm af problemet,
hvor objektfunktionen ikke er linezr. Ved antagelse af en konveks ob-

umWﬁHGSWﬁwos kan problemet lgses ved beregning af en associeret ikke
line@r elastisk konstruktion med samme belastning som den aktuelle
konstruktion.

Cohn, Ghosh og Parimi [71.4] har endvidere behandlet problemer angd-
ende ‘flere Umpmmﬁswbomﬂwwmmwam samt manHHwmmﬁwswmwmmﬁnvwovwwamw

(shake down) ved opstilling af tilhgrende lineare programmeringsproble-
mer.

I denne forbindelse kan ogsd navnes, at Holst [74.1] har behandlet
optimering af geometrisk ikke~lineare rammekonstruktioner af linear-
elastiske metarialer ved benyttelse af sekventiel linear wHOWHmBBml

ring.

2.3 mvmowmwwm forhold ved jernbetonkonstruktioner

ovﬁwamﬂwsmmﬁmewwwmb synes sarlig velegnet ved plasticitetsteoretisk
mwawsmFObmHHbm af umﬁbvmﬁouwonmﬁHSW¢HosmH. zomHm af de <mmm5ﬁwwmmﬂm

@Hcsmm hertil skal navnes i det m&wmmsmm.

For disse konstruktioner er en dimensionering efter plasticitetsteo-

rien sarlig relevant pd grund af materialernes egenskaber.

I mods®tning til gvrévaerdimetoderne s8 som brudlinieteorier, der kan
anvendes ved simpel h&ndregning, giver nedrevardimetoden lgsninger,
der er p& den sikre side, samt giver oplysninger om forholdene i hele
konstruktionen og ikke blot i enkelte punkter eller langs enkelte
linier. Nedrevardimetoden kraver ofte for opndelse af rimelige lgsnin-
ger at de tilhgrende ligevagtslgsninger genereres automatisk pd para-
meterform. Herved er behandlingen i forbindelse med optimeringsteknik
GBHmmmHUmH.

OHEmsmposmHPba af umnsvmﬁObWOSmecwwvoamH forer wwapnmmwpm<pm til

beregninger i savel Uﬂﬂmml som brudstadiet. En dimensionering ud me
kravene til konstruktionens brugstilstand kan med god HmeHHmsmm ud-

| B

fgres efter elasticitetsteorien. Disse beregninger vil ofte -resul-
tere i mmmﬁwmmmmwmm af betondimensionerne ud fra stivhedskrav, krav
til laveste egenfrekvens. Endvidere kan revnevidde-beregninger fgre

til visse minimumskrav for den ilagte armering.

Herved kan man for en del konstruktioners vedkommende begrznse

sig til at betragte armeringsstgrrelserne som designvariable ved
selve brudberegningen. Objektfunktionen bliver da veldefineret, idet
man ofte ud fra et i forvejen valgt mﬂamﬂwnmmmwﬂmﬁmmambﬂ gnsker at

minimere den totale armeringsmengde.

Alternativet til den automatiske dimensionering efter plasticitets-
teorien vil ofte vare at anvende den elastiske snitkraftfordeling

i brudberegningen. Dette er inkonsekvent da en plastisk dimensionering
bgr drage fordel af konstruktionens plastiske egenskaber. Optimerings-
teknikkens fordele er her indlysende, idet mulighederne for snitkraft-
omlejringer herved udnyttes i stgrst mulig omfang. Dette forhold for-
starkes ved behandling af flere belastningstilfelde. Hvis de tilhg-
rende elastiske snitkraftfordelinger m5<mbmmw~ m& man sdledes i

hvert snit dimensionere for den maksimale ydre pa&virkning uden at
tage bareevnereserven 1i mmb ¢vrige del af konstruktionen i regning.
Ved anvendelse af optimeringsteknikken vil der vare BGmewmm for i
hvert lasttilfazlde at udnytte de gvrige belastningers wHBmmwnmmUmmﬁmal
melser bedst muligt. Ved en s&dan successiv behandling af forskellige
belastningstilfzlde fé&s séledes blot en "semioptimal" lgsning. Det
"globale" optimum i henhold til metodens matematiske model opnés ved
formulering af et matematisk optimeringsproblem, hvori alle belast-
swﬁmmﬁmemwmm reprasenteres samtidigt. Dette generelle problem for
optimeringsteknikkens anvendelse vil blive narmere behandlet i for-

bindelse med optimering af jernbetonplader, se kapitel 5.

Mulighederne for maksimal udnyttelse af armering bestemt ud fra andre
krav end de rent brudmessige s& som revnearmering, armering bestemt
ud fra normkrav etc., fremgdr af betragtninger analoge til ovenstdende.




3. ANVENDELSE AF EKSTREMALPRINCIPPER PA VILK. KONSTRUKTION.

I dette kapitel gives en beskrivelse af mulige generelle numeriske
metoder, der ¢mm anvendelse af plasticitetsteoriens ekstremalprin-
cipper formulerer et matematisk optimeringsproblem. Herved sdéges

bl.a. forklaret de betingelser, der skal vere overholdte for opnéd-

else af sande ekstremallgsninger.

Behandlingen vil blive indskranket til materialer, der kan beskrives
ved den stift ideal-plastiske model, idet hensigten er at give en
generel beskrivelse mgntet pé& beregningen af umwsvmWObWOUmﬁHGdeo:mH~
som vist i denne afhandlings kapitel 4.  For jernbeton synes

denne model nemlig at vare anvendelig ved brudberegninger. Derimod
har-det endnu ikke vaeret muligt at give en matematisk plasticitets-
" teori for jernbetonkonstruktioner, hvorved kan beregnes de endelige

wmmousmﬂWOﬁmﬂ~ der er indtruffet lige fg¢r brudtilstanden nés.

. Da sdledes kun selve brudtilstanden interesserer ow. og da denne vil
vaere uafhangig af belastningshistorien, vil anvendelse af den stift-
ideal-plastiske model kunne give alle de gnskede oplysninger om brud-
tilstanden. Til form3let er det sdledes ikke ngdvendigt at anvende
tilvakstteorien. Derfor vil i det fglgende blive anvendt endelige
mﬁSHHmemH for tgjninger (rent plastiske) og spandinger. ‘Der stilles
dog det krav til de virkelige deformationer, der indtreffer undervejs
til brudtilstanden, at de kan regnes ikke at andre konstruktionens

statiske virkemidde.

I naste afsnit vil de analytiske udtryk for beregning af konstruktio-
nen moa.mﬁ kontinuum blive opskrevet. Herefter vil i afsnit 3.2 blive
beskrevet diskretiseringsmetoder ved anvendelse af finite element.
Der gives elementtyper til benyttelse af henholdsvis s<ww<wwmwmmﬁl
ningen henholdsvis nedreverdisatningen. Endelig omtales 1 afsnit
3.2.3 s&kaldte "blandede" elementtyper, der afhzngig af flytnings-

og spandingsfelternes art kan benyttes ved enten gvre- eller nedre-
verdilgsninger. Ved Umbwﬁﬁmwwm af sddanne mHmEm&ﬁmH og total line-

. arisering af optimeringsproblenet kan gvre-og nedrevardimetoden ved
bareevnebestermelse resultere i duale lineare programmeringsproble-—
mer, der vides at give samae l@gsning.

I det fglgende vil blive behandlet de to nart beslagtede problemer:

a. Bestemmelse af bareevne under antagelse af proportionalbelastning.

b. Dimensionering ud fra given belastning.

3.1 Kontinuumsmodel .

For beskrivelsen af et tredimensionalt kontinuum benyttes et karte-

sisk (x,y,z)~koordinatsystem. Tgjningstilstancen tankes beskrevet
ved ng generaliserede (fordelte) tgjninger,
Tiisvarende beskrives mvmnmwsmmﬁwwmﬁmn&mb ved ng generaliserede

For den stift ideal-plastiske materialemo-

awﬁx‘%~mv. i=1.., ng.

spendinger Q;(x,y,2).
del fés

e, P =g _ (3.1.1)
kS

Q; ©°9 q; .mﬁ sdledes definerede, at det indre plastiske arbejde
F . . Ay

(den specifikke dissipation) kan beskrives ved:

I _ . \ 3.1.2
Ag n;\<oHAx.m.nv X apﬁx.m.avm< ( )

Her udfgres integrationen over hele konstruktionen. I tilfalde, hvor

den matematiske plasticitetsteori tillader diskontinuiteter i de gene-

raliserede tgjninger md hertil defineres et sat
ngc . Disse giver anledning

generaliserede koncen=

trerede tgjninger &MC?MFNV i =1 v.,
£il ekstra led i det indre plastiske arbejde:

I : c . 3.1.3)
A, = \Wowa~w~Nv x mHAx,m~Nvmh (

ved tredimensionale legemer fés her et planintegral (brudflader) ved
todimensionale legemer f&s et linieintegral {brudlinier) etc.

Det totale indre plastiske arbejde beskrives da -ved:
T = ag Hn\ \ S (3.1.4
AT = Ap + Aj = <on»m< + hopm»mv )

De generaliserede tgjninger og spandinger er sammenknyttede ved et
s@at konstitutive ligninger, nemlig flydebetingelserne og flydeloven.
Vi vil her antage, at disse er i overensstemmelse med Druckers [52,1]

stabilitetskriterium, d.v.s. at de overholder konveksitets- og norma-

litetsbetingelserne.




er givet ved no

Flydebetingelserne i et pkt. uligheder:
05 (x,¥,2,0;) o 3=1 ..., ne (3.1.5a)
Flydeloven for de generaliserede ﬁ&ubpsmmﬂ i et pkt. lyder: ‘
wGu.AN.<~ ~O v
q; (x,y,2) = oy 50,
T i=1 ...y Nng (3.1.5b)
. =0 <0
oy for eu .
Jj=1 ..y 0@
>
. =0 fo . =0
oy r eu

Idet der kun betragtes konvekse mw%mmvmﬁwbmmwmmw. fas af plasticitets-
teoriens entydighedssatning for de generaliserede tpjninger, at de-
formationstilstanden er entydigt bestemt pd nar en “"amplitudefaktor",
sadfremt spandingstilstanden er kendt overalt. . I‘tilfelde, hvor span-
dingstilstanden i et pkt. er reprasenteret af et singulart pkt. pa
flydefladen kan dog kun angives et omr&de, hvori den tilhgrende tgj-
ningsvektor ligger. Dette kan anskueligggres geometrisk som pd figur

3.1.1, hvor ng = 2.

DM—OM

(a;.by)

(g, wvuaﬁo, b+ onmﬁom_ b,)=

ial
2Q2 ) +oﬁw9 ) ON 562)

™ —

= A
© .0 o

Anm . Umv

ﬁDd .nwv

q; .Q

mﬂoﬂ .,va" 0

Normalitetsbetingelsen
Figur 3.1.1

-

Betragtes kun strengt konvekse flydebetingelser, giver plasticitets-
teoriens entydighedssatning for de generaliserede spandinger i et

pkt. med kendte generaliserede tgjninger, at spandingstilstanden er
mSﬁmmﬁmﬁ fastlagt i en konstruktion, hvori tgjningstilstanden er
kendt. Dette fglger geometrisk af figur 3.1.2.a. Er flydebetingelsen
ikke strengt konveks fas ikke entydighed, hvis t¢jningsvektoren er
normal til en af flydefladens plane dele som vist p& figur 3.1.2b.

Her gazlder dog, at bidraget til det indre plastiske arbejde, q; - OH.
er entydigt bestemt ud fra kendt tgjningstilstand. Dette ses geome-
trisk af figur 3.1.2b, idet: Q} * qq + Q) * 9y = Q) gy + Q5 C gy
Der galder altsd, at for kendt tginingstilstand er det indre plastiske
arbejde ms¢<mpaﬂ bestemt.

92.Q2 45, Q,
‘ Anﬂ ‘QMV
I B @.Q%)
Q%) (g,.9,)
(@;.Q,)
9.Qy , n:w Q,
(a) (b)

Entydighedssatningen for generaliserede spandinger.
Figur. 3.1.2

For eventuelle koncentrerede generaliserede tgjninger (diskontinui-

teter) galder konstitutive ligninger analoge til (3.1.5). Disse kan

formuleres:
C < .
Gqu.<~N.OFV =03 j=1, «o., DOC (3.1.6a)
c
c_ . . d05(x,y,2,Q,)
93 3 30,
i=1, ..., ngc (3.1.6Db)
- c
Qu 0 for Gu <90
j=1, ..., nec
W 0 -
Qu 0 for 6u, 0




De punkter i spzndingsrummet, der bestemmes af udtrykkene,

c : . .
euﬂx~<~n~owv = o\~ vil alle ligge pd flydefladerne bestemte ved
Guﬁxx%-N.OM* o, 3=1,
For disse galder ligeledes, at det indre plastiske mwwmumm i diskon-

tinuitetsomréder er entydigt defineret ud fra kendte koncentrerede

it

ne.

co ey

tg¢jninger.

I den fglgende matematiske formulering af ekstremalprincipperne vil
kun blive behandlet bareevnebestemmelser med antagelse af proportio-

nal voksende belastning. Formuleringen af det analoge dimensione-

ringsproblem vil fgrst blive behandlet i forbindelse med diskretise-
ringen. . . .

3.1.1 &<Hw<wuauawﬁ0@ob.

Vi betragter mb,mp<m: konstruktion med en @p<m5 vﬂovOHﬁwoswwvammﬂswbm.

A xo(gy, ty mv~=<on

mwﬁx~<~nv er volumenkrafter,
ﬂwﬁx,w.uv er overfladekrafter og
mwﬁx~w~wv er koncentrerede krafter.

Deformationstilstanden er givet ved nu flytningsfunktioner:

swﬁx~%.uv~ i=1, ..., nu, med tilhgrende generaliserede tgjninger:
q; (x,y,2) 1i=1, vee, Ng
amﬁx~w~uv 1= 1, «<.s DQC

Forudsattes u, at beskrive et kinematisk tilladeligt flytningsfelt,
d.v.s. kompatibilitetsbetingelserne og de kinematiske randbetingel-

ser er overholdte og kun tilladte diskontinuiteter i de generalise-

rede tgjninger optrader, siger gvrevardisatningen:

K Y < X
ATX AT - A : : (3.1.1.1)

Y

hvor A er det ydre arbejde givet ved

\<&HGH@< + \ t;u,dS + MUszM (3.1.1.2)

S

I

A er det totale indre plastiske arbejde givet ved (3.1.4).

Altsi gzlder for lastfaktoren, mm

L]

(3.1.1.3)

K <

> >

Undersgges sdledes en rakke kinematisk tilladelige flytningsfelter og
bestemmes de tilhgrende lastfaktorer ved zkvivalering af det indre -

vil den mindste af disse vardier ligge narmest

og det ydre arbejde,
kontinuumsmodellens korrekte bareevne: yw. De generaliserede span-

dinger, der benyttes til bestemmelse af det indre plastiske arbejde

findes ved hjzlp af flydebetingelserne.
Ligningen:

(3.1.1.4)

er siledes en arbejdsligning, idet Q. ikke behgver at opfylde de
statiske betingelser. Opfylder o ﬁwHHWQm de statiske betingelser
er (3.1.1.4) 1lig med det virtuelle mﬂvmummm princip, og den af lig-

ningen bestemte vardi er eksakt lig bareevnen, yN .

3.1.2 Nedrevardimetoden

For anvendelse af nedrevardisatningen til Ummﬁmssmumm af en sand ned-
revardi for lastfaktoren er det tilstrakkeligt at betragte de genera-
liserede spendinger.

Til den givne lastfordeling, Am ﬁw~ wwv~ bestemmes en statisk til-

ladelig spandingstilstand D Ax~<~uv~ d.v.s. mwmnmpzmmﬁvwmdmsam: op-

fylder de statiske mem<mm¢m| og Hmnavmﬁwbmmpmmh.

.mwwnmwbmmﬁwwmﬁmsams er proportional med den pafgrte belastning, d.v.s.

der gazlder:

X
, P)) = A x O.Amw~ t., mHv (3.1.1.1)

1 3 1

yN t
OHA x Am.u..~ i

Ved undersggelse af flydebetingelserne i samtlige punkter af legemet
bestemmes den globale faktor, A , for hvilken spandingstilstanden er

sikker, d.v.s. der galder overalt:

© 5(x,¥,2,1%Q;) 2o (3.1.1.2)




Undersgges siledes en rakke statisk tilladelige spendingstilstande,
oH , for den givne lastfordeling Amw~ ﬁ»~ va. vil den stgrste af
de til (3.1.1.2) hgrende lastfaktorer vaere den vardi, der ligger

narmest yw .

Hvis der ud fra denne m@&ﬂ&wsmmnwwmﬁmsm kan mwbmmw et tgjningsfelt
v.hj.a. (3.1.5) og (3.1.6), o9 der endvidere galder, at dette kan
afledes af et kinematisk tilladeligt flytningsfelt, er den hchasm

verdi lig med bareevnen.

3.2 Diskretisering og optimering ved finite element.

Kun for specielle konstruktioner er det muligt ud fra en valgt kon-
struktionsmodel, kontinuumsmodellen, mﬁAowmﬁHHHm de til ekstremal-
principperne hg¢rende ligninger, som angivet i foregdende afsnit, 88~
ledes at disse kan lgses ved analytisk behandling.

Som vi s& i kapitel 2,var dette tilfazldet ved plasticitetsteoretisk
beregning af plane rammekonstruktioner af ideal-plastiske materialer
og padvirkede af givne WObomdﬁHmHm@mAUmwmmﬁuwsmmﬁ. For disse er -end-
videre ekstremalverdierne sammenfaldende s&dan, at sdvel ¢gvre- som
nedreverdimetoden giver eksakte resultater for kontinuumsmodellen.

For disse konstruktioner anvendes EDB- ~teknikken s&ledes wcb til l¢s-
ning (samt evt. til automatisk owmﬁvwwpbmv af det til EommHHms hgrende
matematiske problem. Den numeriske behandling medfgrer ikke her no-

gen mmbmﬂmﬂpbm af en tilnermet model.

Ogsad for mn&nm mpawwm WosmﬁHEWﬁHOSmEommHHmH~ mm som owﬁwcwmﬂm ﬁwmmmﬂ
af isotrop Pmmmw wHNMHHmW Smﬁmwpmwm kan meﬁHmBmH@HHsnwwvmﬂdm anvendes

direkte til analytisk bestemmelse af eksakte lgsninger.

Isar mmH problemet at Umﬁmmwm en konstruktions brudlast ved antagelse
af proportional voksende belastning er udviklet adskillige mnmw<ﬁwmwm
metoder, der for specielle WObmﬁchwwosmH lader beregne ekstremalvar-
dier for selve kontinuumsmodellen. Ogs& for dimensioneringsproblemer
er udviklet mange analytiske vmﬂm@ﬁybmmamﬁoamﬁ til direkte ms<msmmwmm
pa WObdwﬁccSmBo&memb. Det omﬁmmﬁ anvendte ovnpamﬂwsmmWHwﬁmwpca for

konstruktionens mmmwm: har veret dels minimum af den totale vagt, dels

maximum af styrkeudnyttelse i alle konstruktionens dele Amnwww stressed

design) . Disse undersggelser har givet vigtige oplysninger af teore-

tisk karakter angdende de optimale konstruktioners egenskaber.

Metoderne har dog ringe interesse i forbindelse med udvikling af
numeriske metoder til brug ved praktisk dimensionering. De ofte
gjorte forudsatninger om kontinuerte variationer af konstruktionens
dimensioner vil i mange tilfelde n&ppe fore til resultater, der er

anvendelige ved praktiske dimensioneringsproblemer.

Ved muligheden for anvendelse af EDB lader det sig gg¢re at anvende
ekstremalprincipperne p& langt flere konstruktionstyper. For disse
md valges.passende diskretiseringsmetoder, hvorved det for den di-
skrete model er muligt at opstille problemet i matematisk form. Un-
dertiden er det dog ngdvendigt ogséd at tilnzrme ved bmamﬁwmw lgsning
mm.mwﬁmm matematiske problem. Herved fés ofte tilnzrmelser i to
trin ved Umnmmeso af kontinuumsmodellen for en konstruktion:

a) tilnzrmelse med diskrete model

b) tilnzrmelse for det matematiske problem.

Ved valg af diskretiseringsmetode m& man sidledes for begge typer til-
narmelser vurdere indflydelsen i forhold til kontinuumsmodellen.

Her vil kun blive omtalt finite element som diskretiseringsmetode.

Af andre varktgjer hertil kan navnes differensmetoderne. Disse har
veret benyttet af Koopmann og Lance [65.2] i forbindelse med bareevne-
bestemmelse af plader ved anvendelse af nedrevardimetoden. Ved di-
mensionering og bazreevnebestemmelser af jernbetonskiver samt ved bare-
evnebestemmelsen af stribefundamenter har Bryder [78.1] ligeledes an-

vendt differensmetoder i forbindelse med nedrevardilgsninger.

‘Disse metoder medfgrer, at statisk ligevagt ikke overholdes strengt.

Der er dog opndet gode resultater for beregninger af skiver og stri-
befundamenter, hvor der i begge tilfzlde er tale om plane spandings-
tilstande. Ved pladeberegninger har metoderne derimod vist sig ofte
at fgre til lgsninger, hvori statisk ligevagt langt fra er opfyldt,
se Hodge og Belytschko [68.2]. Desuden synes metoderne at medfgre
store vanskeligheder ved behandling af generelle pladeproblemer,
hvorved der skal kunne behandles varierede former for belastninger,

understgtningsforhold samt pladegeometri i gvrigt.

Som vi skal se i de to fglgende afsnit, kan man ved passende valg af




elementtype for den valgte WHmmﬁwowﬁmﬁMﬁWOHmnHmwm H&mswb@mamﬁomm
sikre sig, at resultaterne bliver sande ekstremumsvardier. for kon-

tinuumsmodellen.

I afsnit 3.2.1 omtales elementtyper til beregning af g¢gvre-vardier
I afsnit 3.2.2 betragtes tilsvarende mHmBmsﬁn
Endelig vil'i afsnit

(kompatible elementer) .
typer (ligevagtselementer) for nedre-vardier.
3:2.3 blive behandlet blandede elementer for samtidig anvendelse af
begge ekstremalprincipper, idet der dog blot betragtes rene lineare
modeller. Hermed kan nemlig formuleres de for optimeringsteknikken

vigtige duale lineare programmeringsproblemer.

Den i de fglgende afsnit givne generelle bestemmelse vil for visse
‘Hovedvagten vil blive lagt pa
Behandlingen forudsattes

dele vare af mere formel karakter.
beskrivelse af selve beregningsgangen.
indskranket til s&danne elementer, for hvilke de opskrevne relationer
lader sig udtrykke pé& den ap<sm form.

For generelle vmmwnw<mwmmw af de her navnte mHmSmsﬂﬁwva henvises til
litteraturen som f.eks. Pian og Tong Hmw .51 og [72.3], Desai og

Abel [72.4] samt Nielsen [76. Au

3.2.1 Kompatible mwmam:ﬁmn.

Vi vil her betragte mwmsmmsmmammm: ved owmﬁvwwwsm af det ﬁHH gvre~
verdi-metoden hgrende matematiske optimeringsproblem for en given kon-

struktion. meﬁMwasmm: deles naturligt i to grupper:

a) diskretisering af konstruktionsmodel ved finite element
b) opstilling af optimeringsproblem for diskrete model.

Det grundlazggende i anvendelse af gvrevarditeknikken er at betragte
kinematisk tilladelige flytningsfelter. Hertil kan vmswﬁﬂmmzmmmeHr
lige af de ved elasticitetsteoretiske beregninger anvendte kompatible

elementer, idet det afggrende for disse elementer er
1) overholdelse af on@meUwaﬁmﬁmvmﬁwsmmwmmh.
2) overholdelse af geometriske randbetingelser.

For anvendelser i plasticitetsteoretiske beregninger er det mom ofte
ngdvendigt at indfgre visse ekstra frihedsgrader, idet mulighed for

, samtlige flytningsparametre for konstruktionen samles

behandling af de iflg. den aktuelle plasticitetsteori tilladte dis-

kontinuiteter i de generaliserede tgjininger ofte f&r vasentlig ind-

flydelse for resultaternes ngjagtighed.

Konstruktionen tznkes opdelt i ne elementer. Hvert element har
" nw flytningsparametre, £w~ =1, ..., DW . Flytningstilstanden
i elementet er da givet ved
o = uyul
(3.2.1.1)
i=1, ..., nu; 3=1, eee, DW

i vektoren

W.o NW.

J
Relationen mellem elementets parametre

j=1,

ceoay

og de globale flytningsparame-

tre gives ved relationen:

e (3.2.1.2)

-
wy = mwuzu

For overholdelse af de ngdvendige kontunuitetsbetingelser (som dog

ofte vil vare automatisk tilfredsstillede) over mwmambwwmsmmdm samt

de kinematiske randbetingelser opstilles et lineart ligningssystem:

(3.2.1.3)

ve., NC; 3 =1, ..., NW

Der forudsattes for hvert element at vere entydig relation mellem de

genéraliserede tg¢jninger og de valgte flytningsparametre. For det

anvendte element kan denne relation findes af den for konstruktionen

gazldende flytnings-tgjningsrelation. Ofte bestemmes relationen di-

rekte ved geometriske betragtninger. For elementet gazlder da rela-

tionen

e _ e _e
9 7 *13"3

e e ..

3.2.1.4
xuumuwsw ( )

ceny we.,nw; k=1, ..., NW




Tilladeligheden for forekomst af visse diskontinuiteter i de gene-
HmwwmmHm&m tpjninger i konstruktionens vwmmeme omrdder giver an-
Hmm5wﬂw til definition af et sat koncentrerede generaliserede tgj=-
ninger (i brudflader, -linier, mw%mmoﬁmHSHmHm etc. V Der er natur-
ligvis intet i vejen for at anvende elementer, for hvilke disse “kon-
centrerede tgjninger kan optrade i det indre. UOQ vil for overskue-
at de koncentre-
tilfeldet

ved mange praktiske anvendelser, idet man ud fra kendskabet til kon-—

lighedens skyld i denne beskrivelse blive forudsat,
rede tgjninger kun optrader pd randene. Dette vil vere
struktionsmodellens brudegenskaber vil anvende en elementinddeling,

der giver mulighed for at beskrive de sandsynlige brudmader p& denne

facon.

De koncentrerede generaliserede tgjninger bliver da af "global" karak-

ter og opskrives ved

cr _ r

ay = 95"
. (3.2.1.5)

i=1, «e.,nge; 3 =1, «o., NW

Det m& her bemazrkes, at man for mange wosmﬁHcWﬁHOSmﬁ%me vil indskran-
ke sig til alene at behandle koncentrerede plastiske tgininger. I
siledes at deformations-

disse tilfzlde benyttes "stive" elementer,

tilstanden beskrives ud fra elementernes indbyrdes bevagelser.

Ud fra de generaliserede tgjninger findes de generaliserede spandinger
iet mwmimbﬁ eller p& elementrande, hvori der optrader plastiske de-
formationer v.hj.a. mm konstitutive ligninger, nemlig (3.1.5) og

(3. 4 6) . Hamﬁ vi wss er interesserede i spendingstilstanden. i punk-
ﬁmH~ S<OHH der owwn&mmﬂ wwmmﬁvmwm mmmOHBmﬂHosmH. kan mmﬁﬁm mo&EmHﬂ

ﬁmwﬁwwwmm ved hjelp af "inverse" mp%mmmCBWﬁwo:mH\ 3 og e

3 u

Q5 (x,y,2) = mw,ewEMAxQ,N:

Ty, = 8] oHE (x,¥,2))
§ (3.2.1.6)
e r > e cr _
muw mu 1 for Gu~ eu 0
mw mH =0 for ¢ 0S¥ < 0

S

Herved kan det totale indre plastiske arbejde udtrykkes som summen
af en del tilhgrende dele med fordelte plastiske tgjninger og en del
tilhgrende dele med koncentrerede plastiske deformationer. I de
fglgende udtryk udelades angivelsen af de indgdende stgrrelsers af-

hangighed af (x,y,z). vdtrykkene for det indre plastiske arbejde

bliver da:

1 R e
wmuM\oHp M mea.:@%
1 7y® v
ﬂm‘.
= M‘ B305 (w5 HE Wy ) gy By av
u?m:zm , i=1, «.., NW

e

Her udfgres integrationerne over samtlige ne elementer, V.

nr
al = M— 0*¢St ar
c 7 r 171
R .
i rycr
= M § B30 EESHV@HHE dr
- R
=alw) , 1=1, ..., W
For ww udfgres integrationerne over samtlige nr elementrande, RY.

Herved fas det totale indre plastiske arbejde

+ A= NW (3.2.1.7)

[

v ooy

afw) i=1,

P& tilsvarende mide findes det ydre mﬂumu&m.mcﬂvmma givne belastning

eller lastfordeling ved proportionalbelastning, Amw. wH. mwv. ud-

trykket findes ved summation over alle elementer og kan formelt op-
skrives som:
W - e e
A = —\ g;u;dv + \ mdwﬁwmm_ + 2 Poug

S
~ (3.2.1.8)

e
av + \m ﬁwewu uwzw ds
A 8
_ Y D
+3PIW, = AT(Wy), 1=,

it

M

S—,
LQ
E

il

=

~

NW

ooy




@nskes nu lastfaktoren bestemt under antagelse af proportionalbelast-
ning, er der ved den her indfgrte diskretiseringsmetode formuleret
et tilhgrende optimeringsproblem: :
I
+ B (W)

ninimer A =

Y
AT (W) (3.2.1.9)

h t C, =W
med hensyn til i3 u !

FO

£ =1, voes NC; 3 =1, «eos NW

Samtlige optimeringsvariable cm@eﬁmm siledes af de uwovmwm flytnings-
parametre. -Idet de NC ligninger forudsattes lineart uafhangige

kan reduceres til NW - NC frie parametre, idet der (evt. efter osvwﬂt
ning af variabelnummering) kan opstilles:

1 2

clw. =w - c2 W - _
i373 i ik 'k . (3.2.1.10)

i =1, ..., NC; 3 =1, «co, NC; k = NC+1, ..., NW

Ved indsazttelse af (3.2.1.10) 1 (3.2.1.9) f&s

vwﬁswv o
. K =NC 41, «e0r NW (3.2.1.11)
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A =

A7 (W)
Hermed er problemet opstillet som et optimeringsproblem uden restrik-
tioner, hvilket er karakteristisk for ¢vreverdimetodens anvendelse
ved bzreevneberegninger. Da de plastiske deformationer er bestemte
p& nar en falles faktor m& til endelig lgsning af (3.2. 1.11) péfgres
et band p& de frie parametre. Af (3.2.1.8) ses, at det ydre arbejde
kan udtrykkes pé linear form i de valgte flytningsparametre. D.v.S.

aY = afw, , i=1, ..o, NW (3.2.1.12)
ivi
yi kan da uden at @ndre indholdet af Aw 2.1.11) opstille betingelsen:
Y Y +
wé = mdwzw = 1 s8ledes at .w = Bpuawdﬁzwvv~ k = zn+d~“...~ NW.
Herefter resterer sa at bestemme minimum af A. Den anvendte opti-
meringsteknik mi afhange af formeludtrykket, (3. 2.1.7), for det in-

dre plastiske arbejde.

skgnt gvrevardimetoden har veret den mest anvendte meﬁngmHEmﬁo&m

for barebestemmelser ved "h&ndregning”, er dens anvendelse i forbindel-
se med automatiske numeriske Umﬂmmbpsmmw af demHmHHm konstruktioner
sparsomme. Problemet ligger her i, at det selv for materialer med
simple (eller simplificerede) flydebetingelser er vanskeligt at op-
stille relationerne (3.2.1.6) pd generel form til automatisk bereg-
ning. En diskussion af de hertil forbundne problemer er givet af

Chan [68.5] samt Hodge og meMﬁmoswo [68.2].

Bareevnebestemmelsen kan ved anvendelse af lineare mw%&mvmﬂwsmmwmmh
(der evt. f&s ved tilnzrmelse af de korrekte flydebtingelser) gives
fglgende @msmﬂmwwm form. Hvert element forudsattes homogent. D.v.s.
flydebetingelserne kan for hvert element udtrykkes pa formen:

je

J o S0

e _ _Je b
6u b + by i
(3.2.1.13)

=1, «eo,np; 1=1, .cov.r g

Dw.mum 1 . le e
-b'+bi - Qi=0

le

= vd._m+ ,.VYAMd b2
2
b2e

_ vwm+ Unm mum _

q.Q)

Lineariserede flydebetingelser for element e.
Figur 3.2.1.1.




Disse er illustrerede mm figur 3.2.1.1. me er normal til den Jj'te

flydeflade for elementet og rettet bort fra det tilladelige spandings-—

omrade.

ms‘mmdmﬂmw beskrivelse af lineariseringsteknik for flydebetingelser

er givet af Maier [74.2].

Konstruktionens kinematisk tilladelige flytningsfelt er givet ved
vektoren zw , i=1, ..., NW . Heraf mmm de generaliserede tgjnin-
ger i elementet ved (3.2.1.4). I det fglgende forudsattes disse toj-
ninger at vare konstante for elementet. Udvidelse til at tillade va-
riationer inden for hvert element er umiddelbar. Tgjningsvektoren,
Mm udtrykkes ved linearkombination af de udadrettede normaler,

St
vwm , ved

e _ e .e - B de
a; = xwumuwzw quw , hvor
o =0 for ~b® + b3S <o (3.2.1,14)
J i ~i
e > _wie jene _
o3 0 for. b7 + wH.Dn =0

Herefter kan det indre plastiske arbejde for de fordelte tgjninger
e

bestemmes ud fra de af (3.2.1.14) beregnede stgrrelser , Qu , idet
der benyttes, at QM kun er stgrre end nul, hvis meow ="bJe,
ne ne .
At = M\ So%av = 3 | oSpI%0Sav
77 e 1% Tled 1
v v
ne . ne ] : (3.2.1.15)
= Mh Sbl€av = 3 oSbi%v®
1 ve J 1T 3

Helt analogt udtrykkes det indre plastiske arbejde hgrende til gene-
raliserede koncentrerede tgjninger. For Hmmuvwﬁ gpre fremstillingen
simpel forudsattes, at de koncentrerede tgjninger kun optrader langs
elementrandene og desuden, at de er konstante langs hver enkelt rand.

H 1uH uHH
Gu v + vw Ow mo
(3.2.1.16)

1, <., noc; i=1, ..., nq

-
(]

Cr _ ot - STndr
ay oHuSu QuUH , hvor
r _ _nJr jr.r .
Qu 0 for b + UH DH < 0 (3.2.1.17)
of 20 for -bIF + pifQl =0
J : i Ti
I nx cr.r = r, jr.r
A, = 2 af QjdrR = % oFbITorar
i ¥ oI s
1 rY 1 R
nr ) nr ) (3.2.1.18)
= M Q.Hu...UuH.mW = MQMUuH.WH
1 rY 1
Herved er formuleret optimeringsproblemet:
Find Wy sdledes at
I _ % e e e, W rir’ . )
A =aT = 3a%9® x v® + JalbtT x BT
[ 7L
bliver minimum, og der galder:
e je _ e e
QuGH xwumuwsw
oFblt = of w (3.2.1.19)
171 ik"k e
Y =
mxzw =1
j=1, ..., np; 1=1, ..., ngc
e=1, ..., DE; ¥ = 1, +v+.e, NY
i=1, ..., nqg; k=1, ..., N« . J
Ved elimination af Qw og QM fds igen et lineart programmerings-

problem uden restriktioner, hvor flytningsparametrene SW er eneste

optimeringsvariable.

Endnu sjzldnere end i forbindelse med bazreevnebestemmelse ses gvre-
vardimetoden anvendt ved automatisk dimensionering v.hj.a. matema-
tisk optimering. Anvendelsen her indskranker sig hovedsageligt til

plane rammekonstruktioner som navnt i kapitel 2.




En ligefrem metode skal beskrives i det fglgende. Flydebetingelserne
forudsattes at vare linezre. I ¢vrigt ggres de samme forudsatninger

som ved bareevnebestemmelsen.

Lad os forudsztte, at samtlige mulige brudméder for konstruktionen
kan beskrives som linearkombinationer af ialt NB lineart uafhangige

brudméder.

De uwafhangige brudmdder beskrives ved NB vektorer med kendte kompo-

nenter:
’ . (3.2.1.20)
m =1, ..., NB .
For hver brudmidde beregnes det ydre arbejde ved (3.2.1.12):
Y _ .Y ..m
Ap=a; W (3.2.1.21)

Endvidere beregnes det til hver uafhangig brudméde hgrende indre plas-
tiske arbejde. Udtrykket herfor bliver som mOHuUmem<5mvmmﬁwBBmwmmb~
idet dog g-vardierne nu bliver konstanter, der Gmwmwsmm af (3.2.1.14)
og (3.2.1.17: _ ,

I ne - nr 1 - e
AT = Y a5 3% x vEEY ¥ M x RE (3.2.1.22)
m 1 3 1 1

Her vil det konstante led i flydebetingelserne for det enkelte element

evt. afhange af de sggte design-variable. Lad samtlige design-vari-

able for konstruktionen vere indeholdt i UH~ i=1, ..., ND. De til
elementet hgrende design-variable f&s af:
e _ e
d; = nwuou
(3.2.1.23)

i=1, .., nd; j=1, ..., ND

. ) X i je . ) :
Det forudsattes nu, at brudmodstanden i et element, vu i Aw.m.éwgwf
er stmmﬁﬁ wmwwsmwm af elementets design-variable. Herved kan flyde~

betingelserne generelt udtrykkes ved de valgte design-variable pd

formen ”

e _ _,Je _ .dje.e jene
@ = -b bomdy + bty
(3.2.1.24)

i =1, ..., nd; k=1, ..., ng

hvorved udtrykket for det indre plastiske arbejde bliver:

i

I e,m Jje dje_e e
A > o (bg™ + b ""E D) x V

nH
r,m lr dlr_e r
+ Yol (b "+ bY TEG D) x R (3.2.1.25)

I,m I,m
a D *toa,

it

H

uné....~SG“Au4~...\U€o“
i=1, ..., nd; k 1, ...ND

Samtlige mulige brudmdder, ialt NBT, findes ved linearkombinationer

af de uafhangige brudmider:

wt o= &wma

~

(3.2.1.26)
1l=1, ..., NBT; m=1, ..., NB

Her er komponenterne i de NBT vektorer’ a% = ﬁmw~ ...awmv kendte.

De ﬁww:swmbmm udtryk mow.@mﬁ indre og det ydre arbejde bliver:

L_ mI_ I,1 1,1 .

A §1 A, aj UU. + ag - (3.2.1.27)
Yy _ omY .

A, = §ay (3.2.1.28)

Idet den funktion, der ¢nskes optimeret forudsazttes at kunne udtryk-

kes som et lineart udtryk i de valgte design-parametre, D., for kon-

J
struktionen f&s fglgende lineare programmeringsproblem, idet der
for enhver mulig brudmdde udtrykkes, at det indre arbejde skal vare

stgrre end eller lig det.ydre arbejde:

Find D sédledes at
z = ouou bliver minimum
og der @Nwmmﬂnmw\wou + mW~H 2 ww (3.2.1.29)

j=1, .., ND, 1 =1, ..., NBT




Ovenstéende mHmsmnHHdem er en generalisering af mekanismemetoden
for plane rammekonstruktioner. Metoden er direkte anvendelig for
disse konstruktioner, se eksemplet i afsnit 2.2. ~ Metoden bygger

pd en almindeligggrelse af Foulkes [54.1] teorem for rammekonstruk-
tioner, der siger, at et entydigt minimum kan bestemmes i henhold
til den matematiske model, sifremt alle mulige brudmider kan iden-

tificeres.

For mere komplekse konstruktioner er metoden nappe generel anvende-
.1lig.- Problemet ligger i den automatiske generering af samtlige mu-
lige brudmdder. Sammenlignet med anvendelse af brudlinieteorierne
ved "handregning” vil anvendelse af ovenstdende metode dog for de
fleste konstruktioners vedkommende give bedre .lgsninger. Lgsninger—
ne vil dog ogsd her i visse tilfaelde vare starkt afhazngige af de
valgte (tilnarmede) brudmdder.

En mere generel metode til anvendelse af gvreverditeknikken kan fas
ved at benytte blandede elementer. Metoden er dog kun anvendelig for
specielle design-problemer, men herom nermere i afsnit 3.2.3.

3.2.2 Ligevagtselementer.

Til brug ved diskretiseringen for anvendelse af nedrevaerdimetoden

kan umiddelbart benyttes flere af de ved elastiske beregninger anvend-
te HMmm<WWﬂmmHmBm=ﬁmw. idet betingelserne for elementet her er, at
dexr ved vmﬂmamﬁwwmw fremstilling af mﬁ%b&wﬁ@m#upmﬁmvmmb skal sikres

et sikkert statisk tilladeligt spandingsfelt. D.v.s. der kraves

overholdelse af
a) statiske ligevagts— og randbetingelser
b) flydebetingelserne i ethvert pkt.

For at opn& en lgsning, der ligger tilstrakkelig nar den til konti-
nuumsmodellen hgrende eksakte lgsning, er det vigtigt, at parameter-—
fremstillingen kan reprasentere de i henhold til den benyttede
plasticitetsteori mulige m@mbmwsmmﬂwpmwunmm sa godt som muligt.
Hertil kraves bl.a., at de iflg. teorien evt. WHHHmmﬂm mwmmmwﬁmml
diskontinuiteter er reprasenterede i den diskrete model. Ofte er
det bekvemt at operere med spzndingsfelter, der er kontinuerte i
elementets indre, siledes at spandingsdiskontinuiteter kun betragtes

i forbindelse med opstilling af de ngdvendige mem<MmﬂmHHmdwbmmH
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for elementernes samvirken. For her at give en simpel fremstilling
vil dette sidste blive forudsat i det fglgende.

Konstruktionen opdeles i ne mem¢w@ﬂmmwmsm5ﬁmﬂ. Spandingstilstan-

den i elementet er givet ved nf spandingsparametre: mw. i=1, ..,nf.
I elementets indre er spandingstilstanden givet ved i alt ns span-
dingsfunktioner:
mMAx~<~Nv = 4M.Ax.%~wvmw
J -]
(3.2.2.1)

i=1, ...,ns; 3 =1, ...,nf

For fordelte ydre belastninger vil i Kw.m.N.Av endvidere indgd led,
der er afhazngige af den ydre belastning. Dette medtages dog ikke
her for overskuelighedens skyld.

For hele konstruktionen er spandingstilstanden givet ved NF para-

metre, mH, i=1, ..., NF.

Her f&s relationen mellem element-parametre og globale parametre ved:
e

£5

it

e
G Fy
(3.2.2.2)

[
]

1, «.., nf; 1 W.A~ wee, NF

For ethvert sat globale spandingsparametre, F., forudszttes de sta-

tiske ligevagtsligninger automatisk opfyldte w elementets indre gen-
nem (3.2.2.2) og (3.2.2.1). Udvidelse til ogséa at mitte medtage
indre ligevagtsligninger er umiddelbar. Global mem<moﬁ samt o<mwn
holdelse af de statiske randbetingelser opfyldes ved opstilling af

et sat linezre ligninger:

) (3.2.2.3)
i=1, ..., N8; j=1, ..., NF

Her reprasenterer vektoren, M<~ den ydre belastning (den givne last-

fordeling ved bzreevnebestemmelse), d.v.s. sdvel volumen-, overflade~

som koncentrerede krafter.

Hvis de statiske ligevagtsligninger er lineart uafhangige, fés NF-NS
frie parametre, der benyttes som optimeringsvariable. For at den op-

timale spandingsfordeling skal kunne findes, m& naturligvis galde,at




NF > NS. Spgrgsmalet er, hvorledes forholdet mellem ' NF og NS
bgr vere for et kontinuums tilhgrende diskrete model..  Et krite-
rium herfor kan udledes af variationsprincipperne anvendt i for-
bindelse med diskretisering med blandede elementer, se Anderheggen
og Knbpfel [72.5]. Kriteriet bliver i denne forbindelse, at ved
graznseovergang til uendelig fin elementinddeling bgr:

NE o, Tk

NS > m
hvor n, er antallet af generaliserede spandinger i kontinuumsmo-
dellen, og n, er antallet af differentialligninger, disse span-

(3.2.2.4)

dinger skal opfylde.

mvmnwmwﬂ fas

for 3-dimensionalt kontinuum: mm > W = 2
for tynde plader : mm - % =3 (3.2.2.5)
for skiver : mm -+ W =1,5

I forbindelse med nedrevardimetoden, hvor kun spandingsfelterne har
betydning i beregningerne, kan (3.2.2.4) benyttes som vurderings-
grundlag for det benyttede elements @mwmgmﬁmﬁmwmamwwwwwbm.

De generaliserede spandinger i et element fremgdr af spandingspara-
metrene ved relationen
e _ e e

Qi = Yijf;

(3.2.2.6)

e e
= Yi13%5xFx

i =1, ..., ngq; 3=1, ..., nf; k=1, ..., NF,

Flydebetingelserne sikres overholdt ved opstilling af udtrykkene
(3.1.5) 1 npe diskrete punkter, hvor spzndingstilstanden er givet

ved MM"

e e
©5(Qy) v
(3.2.2.7)

=1, .., n9; n=1, ..., nge

WHmmmmcSWﬁHosmHSm. €w~ mOHcmmwﬁdmmmﬁ<mHmvmbmmOHmemGGSWﬁmHﬁHHI
hg¢rende samme element. D.v.s. materialeegenskaberne og dimensio-

nerne antages at vare konstante for hvert enkelt element.

Afhengigt af flydebetingelserne og det anvendte element vil flyde-
betingelserne vare opfyldte overalt i konstruktionen, hvis (3.2.2.7)
sikres tilfredsstillet i en rakke diskrete punkter. F.eks. vil det
ved konstant spandingsfelt i det indre af elementet vaere tilstrazkke-
ligt at opstille i et pkt. WOH hvert element. - Er spandingsfelterne
line®zre, er det tilstrakkeligt at opstille i hjgrnerne af elementerne,

da flydefladerne forudsattes konvekse.

I andre tilfazlde er en i praksis anvendelig metode at opstille flyde-
betingelserne i de sandsynligvis mest kritiske punkter og derefter
checke i et finere net og om ngdvendigt 5mmvHOVOHWH05mwm den fundne
lgsning. Det kan dog vare vanskeligt for mange konstruktioners ved-
kommende p& forh&nd at udpege de kritiske punkter.

Dette er en af de vasentlige momzmwmmmw~,mmﬂ mé& tages i betragt-
ning ved valg af elementtype i forbindelse med lgsning af et aktuelt
problem. BHertil kommer selvfglgelig det alt dominerende kriterium,
nemlig at det resulterende omﬁHBmHHbmmwﬂovme~ som opstilles i det
fglgende, skal kunne lgses sikkert og effektivt.

Ved bazreevnebestemmelse fas herved ved benyttelse af (3.2.2.2),
(3.2.2.3), (3.2.2.6) og (3.2.2.7) fglgende optimeringsproblem:

Find Mu sdledes at 3

.X bliver minimum, og der galder:

K..F, - A x BY =0

13 3] 1

1 <
6BAMHV -0 : (3.2.2.8)
i=1, ..., NS; F=1, ..., NF

H,u 1, ««., NEe X npe

m=1, ..., nY . g

Samtlige optimeringsvariable er her de statiske parametre og lastfak-

toren.




Problemet (3.2.2.8) er lineart med undtagelse af de evt. ulineare

restriktioner stammende fra flydebetingelserne.

Lineariseres flydebetingelserne, som geometrisk anskueliggjort p&’
figur 3.2.2.1, ved tilnarmelse med indskrevne hyperplaner (linier
i det todimensionale tilfazlde), f&s en nedre flydeflade ved hvis
benyttelse resultaterne stadig vil vere sande nedrevardier. Flyde-
betingelserne udtrykkes som i (3.2.1.13) .

Mum

NEDRE FLYDEFLADE

$,(Q1, Q2) =0

Lineariserede flydebetingelser, nedre flydeflade
Figur 3.2.2.1

Problemet (3.2.2.8) bliver da et rent lineart programmeringsproblem,

der ved anvendelse af (3.2.2.6) kan formuleres pd formen:

=~

Find wu- s&ledes at

A bliver maksimum, og der galder:

K,.F. - A xBY =0

131 ] i

A

0 ) (3.2.2.9)

O
xw..lw
A Huﬁu 1

1, ««., NS; j =1, ..., NF

[¥8
n

1l=1, ..., No = no X npe x ne

Et dimensioneringsproblem kan ved anvendelse af nedrevardimetoden

gives en analog formulering.

Lad os som i forrige afsnit antage, at samtlige dimensioneringsva-
HHNUHW.Aammwmnx@mwmamﬁﬂmv kan opstilles i vektoren D = AUA~ D,,

~

ey Uzove~om at de til et element hgrende design-parametre kan ud-

trykkes som ved (3.2.1.23), d.v.s.

(3.2.2.10)
i=1, .., nd; 3j =1, ..., ND
Flydefunktionsudtrykkene i et pkt. af elementet e vil da afhange
af disse parametre, idet (3.2.2.7) bliver
0202, a® S o
et R
. (3.2.2.11)
j=1, «e.,no; i=1, ..., ng; k=1, ..., nd

vVed valg af elementtype md her endvidere tages hensyn til, at den
egenskab, der ¢gnskes optimeret, kan udtrykkes pé& rimelig form ved
de valgte mmmwmblvmﬁmamﬁﬂm. Lad os t@nke os, at vi ¢nsker at mini-
mere et vist materialeforbrug under hensyntagen til et given layout
som angivet ved (3.2.2.10),09 at dette forbrug kan beskrives

ved design-parametrene, UH . Hertil opstilles da det matematiske
optimeringsproblem: .
‘Find D, F , siledes at B

z = z(D) bliver minimum, og der galder

- Y =
NHuMu MH 0
Lr.,p) S0

©p (Fyr Dy (3.2.2.12)

. < 4

w:AUSV 0

i=1, «.., N8; 3 =1, «u., NF; k=1, ..., nO

l1=1, ..., ne xnpe; m=1, ..., ND; n=1, ..., NDo




De sidste NDo restriktioner angiver her visse eventuelle pd for-
h&nd valgte krav til dimensionexne s3 som givne variationsgranser,
indbyrdes stgrrelsesforhold etc. Samtlige optimeringsvariable

er her spandingsparametrene, E , 09 de valgte design-parametre, D.

Vi gg¢r nu fplgende antagelser:

1) de valgte dimensionskrav er HHmeHm. d.v.s. de kan

udtrykkes ved:

(3.2.2.13)
n=1, «e., NDo3 i =1....,ND

2) Objektfunktionen kan udtrykkes pa linear form i D;:

z(p) = ¢;D; (3.2.2.14)

3) flydebetingelserne er lineare og kan formuleres ved design-

parametrene som gjort i (3.2.1.24) .

Gpres disse antagelser kan ved Aw.m.mbAmv formuleres et rent lineart

programmeringsproblem:

Find w. og F , sadledes at , 1
z = OHUH bliver minimum, og der galder:
|7\V\"
xuwmw Mu 0
rlLr +R5,D, -RO S0 (3.2.2.15)
k' k 1i7i 1 semas
o <
SB - WSHUH 0
i=1, .., ND; J =1, ..y NS; k=1, ..., NF
1 =1, «e., No;j n=1, ..., NDoO J

Hvis restriktionerne i (3.2.2.15) begraznser et omrade af mulige 1gs-
ninger i det (NF + ZlemHSmbMHOﬁmHm rum, vil det globale minimum med

sikkerhed findes.

3.2.3 Blandede elementer.

Ved anvendelse af blandede elementer (mixed elements) beskrives bade
flytnings- og spandingsfelterne ved uafhangige parametre pé& former
som givet ved henholdsvis (3.2.1.1) og (3.2.2.1). Man m& herved som

regel opgive kravene til enten
a) overholdelse af kompatabilitet eller
b) overholdelse af statisk ligevagt
eventuelt opgives kravene til begge felttyper.

Blandede elementer kan benyttes i forbindelse med nedrevardimetoden
(¢pvreverdimetoden) , idet der blot anvendes de tilhgrende spandings-
felter (flytningsfelter). Er de statiske ligevagtsbetingelser over-
holdte, kan disse elementer naturligvis benyttes pd lige fod med de
rene ligevagtselementer og analogt for kompatible elementer i til-
felde af, at kompatibiliteten for flytningsfelterne er overholdt.

Elementer for hvilke statisk ligevaegt (kompatabilitet) kun tilnar-
melsesvist er sikret kan ligeledes. benyttes ved nedrevardimetoden

(gvrevaerdimetoden) , men herved opnds ikke sande ekstremallgsninger.

Ved bareevnebestemmelse kan derfor med det samme blandede element
opstilles matematiske optimeringsproblemer, som givet ved (3.2.1.9)
og (3.2.2.8). Forudsattes flydebetingelserne lineare som udtrykt
ved (3.2.1.13) f&s herved rene linezre programmeringsproblemer som

(3.2.1.19) og (3.2.2.9).

Anderheggen og Kndpfel [72.5] har givet en generel fremgangsmade

ved beregning af bareevnen for 3-dimensionale legemer af stift
ideal-plastiske materialer ., Ved samtidig benyttelse af bade span-
dings- og flytningsfelterne ved bestemmelse af de statiske ligevagts—
ligninger (kompatabilitetsbetingelserne), idet disse formuleredes
v.hj.a. det virtuelle arbejdes princip, blev herved opstillet 1li-
neare programméringsproblemer i forbindelse med nedrevardimetoden
(¢vreverdimetoden) . De to linezre programmeringsproblemer viser

sig at vare hinandens duale problemer, der vides at .give samme Op-

timale verdi for objektfunktionen.

Ved anvendelse af blandede elementer, hvor statisk ligevagt er sikret

kan herved savel ved nedre~ som ved gvreverdimetoden bestemmes sande




nedreverdier. Er kompatabiliteten sikret og gg¢res visse mowsmmmdl
ninger angdende spandingsfeltet, se [72.5], kan ved anvendelse af
begge ekstremalprincipperne bestemmes sande gvrevardier for den
lineariserede model. Ogsd Munro og Fonseca [78.2] har benyttet
blandede elementer ved bareevnebestemmelser af ortotrope jern-

betonplader efter gvreverdimetoden.

Det skal her bemzrkes,-at entydigheden af ekstremalprincippernes
lgsning intet har at gg¢re med plasticitetsteoriens entydighedssat-
ning. Entydigheden har her kun relation til den benyttede diskre-
tisering, det anvendte element, og mm.ﬁwwswngmwmmﬁ~&mﬁ er gjorte
angédende kompatabilitet og/eller statisk ligevagt. Kun i tilfelde,
hvor der kan genereres sadvel statisk tilladelige spandingsfelter
som kinnematisk tilladelige flytningsfelter samtidigt, som ved
plane rammekonstruktioner, har entydigheden her relevans til plas~-
ticitetsteoriens mﬁdwawmwmmmmmduwsm.

Ogs& ved dimensioneringsproblemer er blandede elementer blevet an-

vendte. Fremgangsmdden har dog her altid veret at formulere et til
nedvaerdimetoden hgrende lineart mHomHmSBmHHbmmeovaS. Ved at be-
tragte det tilhgrende duale problem ow give de hertil hgrende va-
riable en mekanisk fortolkning, er man kommet frem til formuleringer
af det matematiske optimeringsproblem, der hgrer til ¢vrevardimeto-

den.

Maier, Zavelani-Rossi og Benedetti [72.6] har benyttet metoden ved
dimensionering af konstruktioner med plane spandingstilstande. Anta-
ges de plastiske egenskaber at vere konstante for hvert element og
proportionale med samme variabel, d.v.s. Uum i (3.2.1.13) er for
alle flydefunktioner lineart afhengig af denne variabel, og mbﬁmmmm
desuden, at objektfunktionen hgrende til nedreverdimetoden kan ud-
trykkes som linearkombinationer i disse variable alene vistes, at

den funktion, der skal optimeres i forbindelse med gvrevarditeknikken
er forskellen mellem det ydre arbejde og det indre plastiske arbejde.

Davies [72.7] har benyttet metoden ved dimensionering af rammekon-
struktioner og har herved givet en mekanisk fortolkning af optime-
ringsproblemet hgrende til gvrevaerditeknikken. Udgangspunktet her
var igen det linezre programmeringsproblem formuleret ud fra nedre-

verditeknikken.

3.3 Diskussion af lgsningsmetode.

Som det fremgdr af afsnit 3.2.2 , er nedreverdimetoden velegnet til

automatisk beregning af sande nedrevardilgsninger.

Dette galder for savel bereevnebestemmelses- som for designproblemet.

Disse giver anledning til helt analoge optimeringsproblemer.

Resultater synes at vise, at den valgte diskretiseringsmetode ikke
vil vere altafggrende for konvergens mod den eksakte lgsning hgrende
til kontinuummodellen. Ved fornuftig valg af type mem<mmdmmwmam=ﬂmﬁ

synes konvergens altid at vere sikret i praksis.

For selve opstillingen af et optimeringsproblem er der principielt
intet besvarligt i at anvende de mest korrekte objektfunktioner og
restriktioner (flydebetingelser), da opstillingen af disse er ligetil.
Formuleringen af det matematiske optimeringsproblem vil da blot vare
afhangigt af, om det med sikkerhed kan lgses.

Ved bareevnebestemmelser er gvreverdimetoden ligeledes generel anven-—
delig. Resultaterne synes dog at vere ret afhengige af tilnzrmelserne
ved elementinddelingen i de tilfalde (der ofte forekommer i praksis),
hvor tilladte diskontinuiteter i de kinematiske stgrrelser er af
vesentlig betydning i den tilgrundliggende plasticitetsteori.

For designproblemet synes ¢vrevarditeknikken kun at vare generel an-
vendelig ved behandling af rammekonstruktioner bestdende af stift
ideal-plastisk materiale, for hvilke savel gvre~ som nedreverdimetoden
giver eksakte resultater. Ved bazreevnebestemmelser kan man fa et
vist udbytte af at anvende blandede elementer. De til de line&re mo-
deller hgrende entydighedssatninger i form af nedre- og gvrevardi-
metodernes dualitet kan vare medvirkende til yderligere information

af teoretisk art. Ved at anvende sivel kompatible elementer som
ligevagtselementer ved beregning af en aktuel konstruktion kan man
med samme EDB-program pd elegant vis skaffe sig oplysninger om et
interval, hvori den eksakte bareevne md ligge. Af dualiteten i ek-
stremalprincippernes line®re optimeringsproblemer fremgdr, at frem-
skaffelsen af disse sande ekstremumsvardier kan klares ved anvendelse
af nedreverdimetoden alene. Ligeledes kan sluttes, at der for de-
signproblemet ikke kan fremskaffes bedre lgsninger ved anvendelse

af gvrevarditeknikken, end ndr problemets formulering baseres pa

nedrevaerditeknikken.




Fordelen ved formuleringen af ¢gvrevardiproblemet kan ligge i, at
antallet af restriktioner her er vasentligt mindre end antallet
hgrende til nedrevardiproblemet. Denne wowmmw kan dog lige séavel
opnds ved rent numerisk at transformere nedrevaerdiproblemet til

dets duale problem og derefter lgse dette.

P& grund af nedrevardimetodens simple og ligefremme anvendelighed
.mOHUﬁSQmﬂ med Qmsm tilsyneladende fordele angdende konvergens og
generalitet vil denne metode blive lagt til grund ved behandlingen
af denne afhandlings mwamﬂmwoumﬂwbumwﬂovwmgn automatisk mmmwaﬁ af
jernbetonplader.

4. UHEMZMHOZM%HZO AF JERNBETONPLADER VED HJELP AF NEDREVERDIMETODEN

formuleret som et matematisk optimeringsproblem.

Beregningen af jernbetonplader efter nedreverdimetoden vil her blive

Der behandles begge

nebestemmelse med antagelse af proportio-
+ totale armeringsforbrug

de krav til

de analoge problemer: bareev
nal belastning samt dimensionering, hvor de
sgges minimeret under hensyntagen til i forvejen stille
armeringsarrangementet.

De flydebetingelser, der forudszttes gzldende, lineariseres, hvorved

s3vel bareevnebestemmelsen som dimensioneringsopgaven formuleres som

et lineart programmeringsproblem. Dette blev i det generelle tilfzlde

givet <mQ.Au.m.mnmv og (3.2.2.15).

Der angives forskellige elementtyper, der synes egnede ved denne line-
zre formulering. Specielt vil elementernes statiske forhold blive
beskrevet.

Den numeriske lgsning af det opstillede lineare programmeringsproblem
behandles generelt i kapitel 5 for alle benyttede elementtyper. Heri
medtages ogsd behandling af rent projekteringsmezssige forhold s& som
krav til minimumsarmering, armering given i visse omrdder etc. Den
numeriske behandling omfatter.samtidig bareevneproblemet og design-
problemet. : '
Forskellige lgsninger bestemte <mm de wm.mowmmWﬁmwmb.om andre benyt-
tede metoder prasenteres 1 wwmemH 6. wmmcwﬁmﬁmw ved anvendelser af
:m&wm<mﬂmw?mﬁommb‘ henholdsvis ¢vreverdimetoden vil blive sammenlignet.
Endelig drages sammenligninger med eksakte H&mswsmmh.w tilfalde, hvor
disse kendes. : )
Indledningsvis skal gives en kort omtale af de fordele der m& forven-
tes af metoden ved sammenligning med sivel tidligere som endnu i

praksis anvendte metoder.




4.1 UME@&MMOdeHdeHmmommH“mQH Jjernbetonplader

I afsnit 2.3 blev omtalt nogle for jernbetonkonstruktioner generelle
forhold, der taler for anvendelse af plasticitetsteoriens nedreverdi-

metode ved beregning af disse konstruktioner.

For beregningen af jernbetonplader pdpeges at brudberegninger ud mhm
den elastiske snitkraftfordeling endog ofte benyttes inkonsekvent ved
disse konstruktioner. Dels undlades ofte en konsekvent dimensionering
efter den elastiske fordeling, idet man "afskarer" momentspidserne

og herved indfgrer en usikkerhed angdende snitkraftoptagelsen. P&
denne m&de forlader man sig ofte pd en udokumenteret mulighed for
snitkraftomlejringer i brudstadiet. For det andet vil den virkelige

snitkraftfordeling i jernbetonplader, hvori tvarsnittene er revnede,

ofte ligge fjernt fra den elastiske fordeling selv i brugstilstanden.

Benyttelse af jernbetonkonstruktioners plastiske egenskaber findes

dog ogsd i anvendte dimensioneringsmetoder. De fgrste anvendelser

gdr helt tilbage til &rhundredskiftet, hvor de vasentligste fremskridt
blev gjort af Ingerslev [21.1]. GQ¢MWHH5mm= af disse metoder fortsattes
af Johansen [43.1] i dennes formulering af brudlinieteorierne. Side-
lgbende med Johansens arbejde formulerede russeren Gvozdev [36.1] en
almindelig plasticitetsteori til anvendelse ved pladeberegninger.
Brastrup [70.1] har vist, at hvis de korrekte konstitutive ligninger
anvendes i forbindelse med brudlinieteorien for plader vil metodens
grundlag vare i overensstemmelse med den matematiske plasticitetsteo-

ri og siledes vare en gvrevaerdimetode.

Brudlinieteorien er wwsvmpvw sin form og giver ved almindelig "hand-
regning" brugbare resultater for homogent armerede plader. Metoden
kommer dog til kort i de tilfzlde, hvor en mere gkonomisk lgsning
kan opnds ved at variere armeringen over pladen, da de forskellige
pladedeles armeringsstgrrelser ikke kan bestemmes af metoden. Denne
giver nemlig kun oplysning om den ngdvendige armering i selve de
antagne brudlinier. Der gives s&ledes f.eks. ikke noget svar pad den
ngdvendige udstrazkning af oversidearmering ved sgjleunderstgttede
pladedzk eller ved indspandte pladerande.

At brudlinieteorien i det hele taget har varet brugt og stadig benyt-
tes med sikre konstruktioner som resultat skyldes for en del, at den
bareevnereserve, der ligger i membranvirkningen, normalt tryknormal-

krzfter (kuppel-effekt) i fgrste fase gdende over i trazknormal-
krafter ved stgrre nedbgjninger, ikke er taget til gunst ved
bestemmelsen af gvrevardien.

Forskellige forsgg er blevet gjort pd at n& frem til sikre bereg-
ningsmetoder. Til grund for disse har ligget den matematiske plasti-

citetsteoris nedreverdimetode.

For at kunne anvende matematisk plasticitetsteori for jernbetonplader med
forskellige orthogonale armeringsformer kraves kendskab til et sat flyde-
betingelser for orthotrope plader. Forskellige arbejder i 60'erne for
formulering af et sadant mmﬁ flydebetingelser, hvilket vil blive

narmere omtalt i afsnit 4.4, har nu muliggjort anvendelse af nedre-
verdimetoden ved wmmm@swsm af jernbetonplader. Som vi skal se kan fly-
betingelserne for orthotrope plader under visse omstazndigheder ogsa
bringes til anvendelse for plader med skavvinklede armeringsretninger

(anisotrope plader) .

Af tidlige arbejder med anvendelse af nedrevarditeknikken kan
navnes Hillerborgs strimmelmetode [56.2] og [74.3]. Wolfensberger
[64.4] har anvendt en beslagtet metode til formulering af en opti-

meringsmetode, der dog ikke var automdatiseret.

Praktiske anvendelser af disse metoder har varet sparsomme, da de
har varet formulerede til brug ved almindelig "h&ndregning". Opstil-
ling af de egnede ligevagtslgsninger bliver nemlig ofte kompliceret
for i praksis forekommende dimensioneringsopgaver.
Nedrevardimetoden kommer virkeligt til sin ret, ndr den anvendes

i forbindelse med EDB, d.v.s. ndr opstillingen af mulige ligevagts-
lgsninger automatiseres.

Det er denne kombination, der benyttes her til udvikling af en ra-
tionel og sikker metode til automatisk dimensionering af jernbeton-
plader. :

I de senere &r er endvidere udviklet en lang razkke optimeringsmeto-

der, sdvel analytiske som numeriske, der dog mad siges endnu ikke

at have fundet anvendelse i praksis. Vedrgrende disse se kapitel 7.




4.2 Begraznsninger og forudsztninger

I det teoretiske grundlag for de her givne numeriske metoder forud-

settes:

(I) Pladens deformationer undervejs til brudtilstanden
er sd smd, at den statiske virkemdde kan beskrives
i den udeformerede tilstand.

(IT) Pladetykkelsen er lille i forhold til de gvrige
pladedimensioner.

(IITI) En normal til pladen forbliver ret og er normal til
den deformerede plade.

(Iv) Effekten af membran- og forskydningssnitkrafter
kan negligeres.

Disse forudsatninger er de samme som i den Kirckoff'ske pladeteori,
anvendt ved elasticitetsteoretiske. beregninger [59.4].

Ovenstdende forudsatninger angdende wwmamammOHEmﬁwosmew ggr det
muligt rent beregningsmassigt at anvende den stift ideal-plastiske
model for konstruktionens materialer.

Altsd forudsattes:

(V) Materialerne, armering og beton, regnes at kunne
beskrives ved den stift ideal-plastiske materiale-
model. D.v.s. moment-krumningsrelationen er som vist p&
figur 4.2.1.

Herudover indskranker de numeriske metoder sig til at kunne behandle

plader, for hvilke:

(VI) Pladetykkelsen er givet overalt.

(VII) Pladerandene kan tilnazrmes med stykvis rette linier
(polygonale pladeformer) ,der enten er frie, simpelt
understgttede eller fast indspandte , se figur 4.2.2.
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m ( moment)

/

A, (krumning)

Moment-krumnings relation.

Figur 4.2.1

(VIII) Armeringsretningerne er givne for s&vel orthogonal-

(IX)

(X}

(X1)

(XII)

(XIII

armering som for skavvinklet armering.
Armeringsstangernes placering i lodret retning er givne.

Armeringsarrangementet er givet, d.v.s. pladen kan ind-

deles i felter, hvori armeringen er homogen.

\

Armeringsstangerne er rette og kan kun optage axiale
krefter.
De plastiske momenter ved ren bgining kan regnes propor-

tionale med de tilhgrende jernarealer.

) Belastningen er vinkelret p& pladens midterplan.

Tilnzrmet polygonalt pladefelt.
Figqur 4.2.2




Den tilnarmelse, der ggres ved forudsatning (XII), er illustreret pad
figur 4.2.3. Her betragtes en pladedel med csmmwmwammﬂamﬁwlm givet
ved jernarealet F. , jernflydespandingen Op nyttehgjden 'h og

J n
betontrykspandingen Og °
1
X h
<.lll. o aﬂ M
3."'# ® o ¢ o o 0 o v o M.

Antagelse for plastiske bgjningsmoment.
" Figur 4.2.3

Ved ren bgjning om y-aksen f&s flydemomentet:
o 1 o, :
mp = (1-50) x'@xhic : (4.2.7)

hvor

F, o

1

= 2 = F )
®=fp = - (4.2.2)
n n "¢ .

For de i wwmwmwm almindeligt forekommende armeringsgrader er en god
tilnarmelse til (4.2.1): " .

B@ = QA X (6] A&.N.WV
eller ved benyttelse af (4.2.2):

mp = ¢ X Fy (4.2.4)

hvor ¢ = oﬁnm~an.rbv.

Eventuel trykarmering tages ikke i regning, hvilket er p& den sikre
side. For plader med normal armering er bidraget fra trykarmering
ubetydeligt.

4.3 Pladeteoriens statiske og geometriske forhold

s de statiske ligevagts- og randbetingelser,
e nedreverdier. Med henblik pé
betingelserne i

I dette afsnit opstille
der skal opfyldes for opnédelse af sand
anvendelse af finite element diskretisering opdeles

(I) indre ligevegtsligninger (differentialligninger)
(IT) wOSﬁwscHﬂmwmwmﬁwsmmHmmHM.meHHmwwnmeAwunwmc:mmhm#sﬂnwsmmn~

fiktive skillelinier)

(ITI) randbetingelser.

Kontinuitets- og randbetingelserne formuleres ud fra det virtuelle
arbejdes princip. Hertil.indfgres de tilhgrende kinematiske stgrrel-
ser. Disse indgdr naturligvis ikke i selve formuleringen af de numeri-

ske metoder, der bygger pd nedreverdimetoden, men betragtes narmere 1

forbindelse med omtale af gvrevaerdimetoder i kapitel 7.

4.3.1 Indre ligevagtsligninger

I det fglgende vil snitkrafterne vare mmmwlmwmmm som kraftresultanter
virkende p& snit med langden 1 . De indre krafter, der virker pa et
snit er vist p& figur 4.3.1.1, hvoraf fortegnene for bgjningsmomentet,

-, vridningsmomentet, m_ , o9 forskydningskraften, g , fremgdr.
T v

Snitkrafter i vilk&rligt pladesnit.
Figur 4.3.1.1




Pladens midterplan Mnanmmmm i et retvinklet koordinatsystem som

vist pd figur 4.3.1.2, hvor.z-aksen er positiv nedad. P& figuren

er endvidere fortegnsdefinitionen vist for mdw##ﬂmmﬁmﬁsm virkende pé&
x- eller y-snit samt snit, hvis normal danner vinklen v med x-aksen.

Der benyttes, at m = = m .
. yx Xy
m xy ' X
Il"3< UXQXXQ . /|\ iy
T dedy /L
Mmx t
dy
| - [ © ® @ | ——— '
BWQ Qx n:\\
= .//raaﬁ
. mn
y *
e
dx

mvHﬁWHmmﬁmH i retvinklet koordinatsystem.

Figur 4.3.1.2

Der qmwﬁmw.msHmmvmm mwmmmhmuﬁwwwpwmbwbmmﬁ for mawﬁWHWWﬁmH:m i mﬁ.
punkt: ’ . « .

me me
- IMWN =q, (4.3.1.1a)
om om,
AMW IMMN @M (4.3.1.1b)
g ]
xSy o

X Ay = (4.3.1.1¢)

Af disse ligninger udledes pladens differentialligning
unax 3%m 9%m
= - 2. AmmWK 4 X = - ) (4.3.1.2

- v - 4.3.1. ).

Ovensté&ende ligninger skal gezlde overalt
er kontinuerte og to gange differentiable.

og m,

snitkrafterne for snittet, hvis normal danner vinklen

uret) med x—aksen er:

i felter, hvori mooy Ex<

v (positiv med

= 2y - i in? 4,3.1.3a

my m cos*v max<n0m< mws<¢.Bme= v ( )

m_, = m_COosVv sinv+m (cos?v - sin?v) - m_cosv sinv (4.3.1.3b)
nt X Xy Y

a, = @x00m4¢.a<mwd< (4.3.1.3c)

Til senere brug skal her gives de transformationsformler, der galder

Betegner
system og @ =

~

= m,
m (my %y !

Xy

der fremkommer ved drejning med vinklen v

4,3.1.3, fés:

(&=

m= T X
~ ~

og

hvor
cos?v
T =} cosv sinv
sin?v
og
oomn<.
Mld = | —cosv sinv

sin?v

for momenterne beregnede i

= —— m—
(mg, , m , )

my) "

y

~2c0sv sinv
cos?v - sin?v

2cosv sinv

2cosv sinv
cos?v - sin’®v

-2cosv sinv

forskellige retvinklede koordinatsystemer.
momenterne beregnet i et x-y-koordinat-
T momenterne definerede i et X-y-system,

af xlwlmeﬁmBmﬁ. se figur

(4.3.1.4)
(4.3.1.5)
sin?v
-cosv sinv (4.3.1.6)
cos?v
sin?v
cosv sinv (4.3.1.7)

cos?v




Koordinatsystemsbetegnelser.

Figur 4.3.1.3

».w.m,.mmosmﬁﬂwmww wdsﬂﬂmwmmﬁ

Pladens deformationer udtrykkes ved nedbgjningsfunktionen: w(x,y). Af

. denne findes krumningerne:

__ 3% ,
“x x? : (4.3.2.1a)
w» ) . . ’
Ky == ww (4.3.2.1b)
¥
_ 32w
Ky =~ (4.3.2.1¢c)
< X3y

Funktionen, w(x,y) , kraves at vere kontinuert over hele pladeomridet.

Der tillades diskontinuiteter i den 1. afledede langs sdkaldte kine-

matiske mwmwovﬁMESHnmﬁwwwdme som f.eks. S

w Vvist p& figur 4.3.2.1.

Kinematiske QHm#OSﬁHbGHdmﬂmH.

Figur 4.3.2.1

Diskontinuitetsmilet langs denne linie angives ved

ow, IT

ow, I _ (v
an

o, (s) = (35 (4.3.2.2)

Diskontinuitetslinierne inddeler pladen i felter, hvori wi{x,y) kra-
ves mindst tre gange differentiabel med kontinuerte partielle tredie-

ordens afledede, idet kompatibilitetsbetingelserne i disse felter er:

oK - 9K 3K LTS
e SN A R S . 4 (4.3.2.3)
3% [D:4 X 3y

'4.3.3 Virtuelt arbejdes princip, statiske betingelser

Det virtuelle arbejde, der udfgres af randpavirkningerne: m.o o, M, 09
q, langs et givet snit som vist p& figur 4.3.3.1 bliver, idet vi
fgrst forudsatter kontinuitet i krafterne langs snittet og at w har
kontinuerte partielle afledede af fprste orden:

Y \mv ow ow
A = (my 50+ Ppe 3s T In x w)ds (4.3.3.1)
UW .
Ved partiel integration fés:
s
s b om_, -
Y _ b o aw _ Mnt
Ay = HBSﬁvAsumm + m (=m, 55 +A@d 5s } xw)ds (4.3.3.2)

Snitkraftbetegnelse i lokalt n~-t-koordinatsystem.
Figur 4.3.3.1




Betragtes en plade, hvis midterplan udggr omrddet ‘A , hvis indre
og ydre randkurver betegnes mw og for hvilken diskontinuiteter i
nedbginingsfunktionens fgrste afledede optrazder langs indre kurver

betegnet m€ , se figur 4.3.3.2, lyder det virtuelle arbejdes prin-

cip:
om
aw nt
W;s da + M\m [=my 3n {2y~ pg )X Wlds
R .
(4.3.3.3)
= h?xﬁx(« N.Axmax%+ x%au\vmw + M\m m 6 ds
w
X
SR

Pladefelt med kinematisk diskontinuitetslinie.
Figur 4.3.3.2

Heraf udledes randbetingelserne for en ydre rand. I det félgende be-

tegnes givne ydre vmdwhwswvmmw med en bglgestreg over symbolet.

_ wssn.n o ~ om, .
9 9s 9n 9s .
(4.3.3.4)
™ = ™

Ved en ydre rand kan siledes ikke foreskrives overensstemmelser for

sdvel forskydningskraften, q_ , som vridningsmomentet, m For

n nt °
disse kan kun kraves overensstemmelse for de Kirchoff'ske forskydning

kraefter:

o oMy 4.3.3.5
n~ %n 9s : ( )

hvor q, og m . beregnes af (4.3.1.3).

Dette kan gives en statisk fortolkning som vist pd figur 4.3.3.3, hvor-

af ses, at den statiske akvivalens af L langs kurven ab er for-

om
: b
skydningskrafterne, - mMﬁ , og de koncentrerede krafter, Ewd 09 M.

i overensstemmelse med (4.3.3.2).

b
nt

.m

Kirchoff'ske forskydningskrafter.
Figur 4.3.3.3

D.v.s., at den benyttede pladeteori ikke muligggr streng overholdelse

-af. loven om aktion og reaktion langs ydre rande med givne pavirkninger.

Ved benyttelse af Saint Venant's princip kraves kun o<mHm$mmﬁm§BmHmm
w,mm integrerede snitkrafter ( ~ overensstemmelse i de Kirchoff'ske

MOHmw<&wwu@wwwmmﬁmH i hvert pkt.).

Ved udledelse af (4.3.3.2) antoges, at m.. var kontinuert langs kur-
ven ab . Dette er ikke ngdvendigt i henhold til det virtuelle arbejdes
princip.

Betragtes igen, se figur 4.3.3.4, kurveelementet ab , hvori den lod-

o~

rette kraft, P , angriber i punktet c¢ , fés:
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Y _ 5S¢ Sp ~
Bap = Tnsﬂxs_mm + Tsnﬁxsn_wc + Pxwls=s,)
(4.3.3.6)
om
dw nt .
+>1 [ m, Imima.. Ae ) xwlds
Sr
a
Mot

nb
Mot
Diskontinuitet i vridende moment.

Figur 4.3.3.4

Heraf ses, at diskontinuiteten i mo. intet bidrag giver til det
virtuelle arbejdes princip, (4.3.3.3), s&fremt vi kraver:
T IT o
Auﬂs\ﬂ - Bb.ﬂvmﬂw =P Ab.w.w-qv

[o]

Denne diskontinuitetsbetingelse er sdledes i

Ved benyttelse af det virtuelle mwwmummm princip og de ovenfor opstil-
lede randbetingelser indses hvilke diskontinuiteter, der er tilladte

for de statiske stgrrelser i det indre af pladen. Princippet for ud-
ledelse heraf skal gives kort.

Pladen opdeles ved tankte mWMHHmHHsHmH~ se figur 4.3.3.5. Hver af

de herved dannede pladedele betragtes som selvstandige med snitkraf-
terne langs skillelinierne anvendte som ydre randpdvirkninger. Det
virtuelle arbejdes princip for hele: pladen f&s ved summation af det
virtuelle arbejdes princip opstillet for hver enkelt pladedel. Heraf
ses, at hvis de nedenfor givne kontinuitetsbetingelser for skille~
linierne er opfyldte, vil bidragene fra skillelinierne (diskontinui-

statisk henseende korrekt.

tetslinierne) forsvinde. Omvendt ses heraf, at de derved fundne
kontinuitetsbetingelser sikrer et statisk tilladeligt momentfelt,

hvis de @vrige indre ligevagtsligninger og randbetingelser er op-

fyldte.

Pladefelt med statiske diskontinuitetslinier.

Figur 4.3.3.5

Der er siledes her overensstemmelse med den almene satning 1 matema-

tisk plasticitetsteori: "Spandingsdiskontinuiteter giver ikke anled-

ning til definition af nye generaliserede tpininger™.

Ved benyttelse af (4.3.3.3) ses at spandingsfeltet, Soambﬂmmwﬁmﬁ$wm5
beskrives ved de generaliserede spandinger: Q; = Aax , Sx< B Bmv .

Tilsvarende kan tgjningsfeltet beskrives ved de fordelte generalise~
y xmv~ samt de koncentrerede gene-

rede tgjninger: q; = Anx , 2% xx%

raliserede tgjninger: 6 .
Ngdvendige statiske kontinuitetsbetingelser langs en skillelinie

bliver, se figur 4.3.3.6:

om, om,
nt, I nt II _ ~
(-5 = (@a=—5s ) =Py (4.3.3.8)
n =Ty (4.3.3.9)
..BU. HSU.
2wy, =P (4.3.3.10)




--Randbetingelser:

TRRXRRK KRS Ingen

Ir
Q ﬁzdsﬁ
u ~
=
G A 7777777777 My = My
§ ]
’ am om
T =3 s =2- nt _ % . =7
mp T M, ¥ %n 2 9s Py ¥ Mhe F
om,
; S - S
| £ omy =03 5 2 Py

Ovenstdende brede beskrivelse af de statiske forhold er givet, da
den er af grundlaggende betydning for vurdering af mulige ligevagts-

Optagelse af linielaste og enkeltkrafter.

Figur 4.3.3.6 elementer, som betragtes i afsnit 4.5.

o~

mm Her er m& en given linielast langs skillelinien og P er en given
koncentreret kraft i et pkt. (evt. hvor flere skillelinier mgdes).
Udvidelse til ogsd at medtage ydre momentbelastninger i (4.3.3.9) er

indlysende.

4.4 Flydebetingelser for jernbetonplader

Armeringen antages at have en arbejdskurve som vist pad figur 4.4.1a,

; hvor Op angiver jernets flydespending. Flydebetingelsen for betonen
i . Sluttelig skal de statiske randbetingelser rekapituleres for de gangs forudsattes at vare som vist pd figur 4.4.1b, hvor o4 og 0, er hoved-
W understgtningsformer, for hvilke de i det fglgende anvendte sig- spandingerne og ¢ er betonens trykstyrke.
naturer er vist pad figur 4.3.3.7. ,
: g | 72
t e |
; . S [ , : |
Mat FAST INDSPENDING : -G i
”W E . - — Q._ f
SIMPEL UNDERST@TNING : vvyvv» 2 g |
m : —"F :
n FRI  RAND : / -Gec |
s SYMMETRILINIE : /
. m ARMERING BETON
Signaturer for ydre rand. . Qa ) . b
Figur 4.3.3.7 . , Flydebetingelser for armering og beton.

Figur 4.4.1




For orthotrope jernbetonplader med de ovenfor viste materialemodeller

og med armeringsretningerne parallelle med

74 -

x~ og y—akserne har

Nielsen [64.5] udledt fglgende sat flydebetingelser:

@1

A

"

|A3Wx..5xv AEWM..B%V +

= = (mpy *+ M) Emm+a<v +

;N

Xy

m2
Xy

<

<

0

0

(4.4.1)

de plastiske momenter for ren bgjning i snit

Her er mpy 09 Mgy
vinkelrette pd& x- henholdsvis y-aksen;

u

refererer til underside-

Johansen intuitivt anvendte flydebetingelse udggr et specialtilfalde
af (4.4.1).

Flydebetingelserne, (4.4.1), blev udledt af Nielsen [64.5] pa
grundlag af brudegenskaberne for de indgiende materialer. Betin-
gelserne kan ogsd pa elegant mide udledes ved at opdele pladen i
fiktive skiver og anvende flydebetingelserne for orthotrope jern-

betonskiver, se Nielsen [69.2].

armering (positivt flydemoment) og o. refererer til oversidearmering
(negativt flydemoment) . For alle plastiske momenter indsattes de nu-

meriske vardier i (4.4.1).

De tilhgrende flydeflader bliver to skzrende kegler som vist pa
figur 4.4.2.

3x<

Flydeflade for orthotrop jernbetonplade.
) Figur 4.4.2

P& figur 4.4.3 er skaringskurven mellem de to kegler og Asx ’ B%vl
planen vist sammen med den af Johansen [43.1] foresldede kvadratiske

flydebetingelse for isotrope jernbetonplader. Heraf ses, at den af

My P1=0 | M2
|
m m
mY
= y
3x< =0 ﬁ:m.
HBO BX H B—
Fy . a.
F
= o] Y
#2=0 ¥ My MEy N

ORTOTROP PLADE {SOTROP PLADE

Figur 4.4.3

Der er dog gjort visse tilnarmelser for at n& frem til flydebetingel-
serne givet ved (4.4.1), se Nielsen [64.5]. Disse er sdledes ikke i
streng o<mHm5mmntSmHmm med de anvendte materialemodeller. Det vig-
ﬁwwm er dog, at benyttelse heraf har vist at give gode Hmwcwﬁmwmﬂ
underbyggede med eksperimenter for plader, hvor eksakte lgsninger i

henhold til flydebetingelserne, A».».AV\ kendes.

Ved at g& ud fra antagelser om snitkrazfterne i en flydelinie svarende
til Johansens [43.1] foresléede bgjningsmoment-kriterium er Massonet
og Save [63.1] samt Wolfensberger [64.4] ndet frem til det samme sat

. mw%mmvmﬁwsmmwmmH.

Betragtes et punkt af en flydelinie med et lokelt n-t-koordinatsystem

og betegnes de numeriske vardier af det positive plastiske moment hen-

holdsvis negative plastiske moment med wa henholdsvis sww siger
..veubwbmmBOBmSWIWwamemﬂ"
o ‘u
- 4.4.2
Thp My =My ( )




‘Skavvinklet armering

o}
aM

hvor

=)
[
il
=
]
-
T
Jirs
4]
I
S
Q

u 2 U .2 ;
D My, COS v+ mg,sin®v . FY
(4.4.3)

_ .0 2 O s 2
HSH—W = Mdm.vmﬁom v+ Hc.m:NMHHH v ) BM,VWK =
. . (4.4.5)

Ved betragtning af de plastiske bgjningsmomenters variation med snit- u
retningen i forhold til det retvinklede x-y-koordinatsystem samt form-
lerne for de bgjende og vridende snitkraftmomenter givet ved (4.3.1.3)
kan vises, at for orthogonal armering reprasenteres WmemUdebmmHmmﬁ

(4.4.2) ved en gvre flydeflade, der er i overensstemmelse med (4.4.1).

M8 a3

_-_ME a3

Omvendt kan vises, se Nielsen [64.5], at hvis en mwwmmpwbwm betragtes Moy =
som grznsetilfazlde for. en smal strimmel med uendelig store krumnin-
ger (d.v.s. den ene hovedkrumning er nul) giver mw%mmvmebomHmmH:m

(4.4.1) samme resultat for det bgjende moment AB for ¢4 =0 og
° for o, = 0) som (4.4.3).

Thp

Det vridende moment bliver:

- . u __u .
0 =0 :m ., Aa@x Bdmvoom< sinv
(4.4.4)

- . o __ O .
@y = n P moep Aawm wavoom< sinv

Det md sdledes mowdmbﬁmm. at flydebetingelserne (4.4.1) for fordelte
generaliserede tgjninger og (4.4.2) for koncentrerede generaliserede
tpjninger vil vere velegnede ved plasticitetsteoretiske beregninger

af jernbetonplader med owﬂsomosmw armering.

.mHBmHHbm i kun &n side).

Der betragtes, som illustreret pa mwmﬁﬁ 4.4.4, n mowmwmwwwmm arme-

ringsretninger med retningsvinklerne o; , 1 = 1, ... , n . De nume-

riske vardier af de tilhgrende mOmHﬁw<m og bmmmﬁw<m memﬁHmwm momente
ved ren bgjning betegnes med sww og Eww (8n af disse evt. nul for

skavvinklede armeringsretninger.

Figur 4.4.4

Ved at antage fglgende formler for de bgjende og vridende momenter i

.mﬁ punkt af en flydelinie, hvis normal i punktet danner vinklen Vv

mmswﬁwmm nu ovenstiende resultater for de v&umsmm og <mem5&m Soamsnm
i en flydelinie ved orthogonal armering, A».b.w 4), og betragtes snit
vinkelrette pd4 x- henholdsvis y-aksen som varende flydelinier fés:

med x-aksen:




u . _u MI.G. . u ., 2 J
mp = MpyCos'v NEMNmQOmc sinv + mg,sin’v
kK > 0z
u - _ v ; u 20 a2oy _ U .
M ip = MpyCOSV mp5<¢.smxmA00m v - sin®v) - mp,cosv sinv
(4.4.6)
(o 2. 50 . o .2
Euw waQOm v madxwoom< mwb<*.smmmwb R
K < 03 .
OHO . O NI.NIO .
moep T MpyCoOSV sinv + mpyo (cos®v - sin®v) - mp cosv sinv |
hvor « er den hovedkrumning, der er forskellig fra nul, i den

tilnezrmede smalle pladestrimmel,og ved at antage flydekriterierne:

_ . u . - U
My = Mpp OF Mpy T Mpyp ¢ K2 0 v
. (4.4.7)
= me _ .0
eller m o =m, OF Wy, = T.p s K < 0

kan udledes fglgende sat flydebetingelser for det anisotrope tilfzlde,
se Wolfensberger [64.4], Kndpfel [73.2] eller Brastrup [70.1],

_ u o u_ u :
@q = = (mpy = my) (Mpy = my )+ (Mpyry ~my )% < 0
(4.4.8)

_ _ 0 _ o o _
0y = = (mpy = My) (Mpy +m )+ (mpyy —my ) < 0

Formlerne (4.4.6) er foresliede af Johansen [43.1] ved intuitive be-
tragtninger.

Forskellen mellem (4.4.8) og (4.4.1) ligger i vridningskapaciteten,
Mgy idet x- og y-akserne ikke langere er hovedsnit for de plastiske
momenter. ’

Flydebetingelserne, (4.4.8), skal naturligvis ogsé anvendes for ortho-
trope plader, hvis beregningerne foretages i et koordinatsystem, hvis

akser ikke er parallelle med armeringsretningerne.

Det skal nu eftervises, at man ved anvendelse af flydeloven og flyde-

betingelserne (4.4.8) kommer frem til formlerne (4.4.6) for de bgjende

og vridende momenter i en flydelinie.

Lad os msﬁm@m» at o, = 0 og 9, < 0. Af Kw.d.mv fas:

SR S g

i

Ky ugxaw«-at (> 0)
2 Ky, = 20 Aawxmusxmv (4.4.9)
Ky ugxgﬁxléxv (>0

Idet nxx<..xw< = - o? x@, = 0 ses, at anden hovedkrumning er nul

og at fgrste chmmWHcSSHSQ er

K = .w?x:«v >0 (4.4.10)
For 0 < 0 og 0, = 0 fas
Ky u:gxﬁamxgaawv (<0)
2 Ky = Ngximxm;a@v (4.4.11)
Kk, = Coax(mpy+m) ( <0)
Her fis igen xxxw..xxw = - a2 x @, = 0 siledes, at fgrste hovedkrum~

ning er nul, medens anden hovedkrumning er

(4.4.12)

=
i

1
.M?mx+ _Au\v <0

Det antages nu, at krumningen er «x > 0 i 5|wmﬁnwbmms. der danner

vinklen v med x-aksen, se figur 4.4.5.a. Af Mohr's cirkel, se figur
4.4.5.b, fis:

A
"
s
Q
o]
0
N

<

- KCosV sinv (4.4.13)

A
]

ksin?v

R
"

Af (4.4.9) og (4.4.13) fas:




Heraf findes ved benyttelse af (4.3.1.3):

2 ‘0 Cwin?
m = mcos‘v-~2 cosv sinv+
5 - M COSV sinv+m sin®v
u 2 u . u 2 u

= -2 cosv s + =

My COS“V ~ 2mp oo inv+me,sin®y = m,

= cos + 2y - sin?v) - i

og m,, = m.cosv sinv ExMAQOm v - sin®v) m Cosv sinv

u N u 2 P2 u .
+ - -
stqumﬂomc sinv B..m.ﬁ (cos®v sin‘v) H:.M,KOOMC sinv

Det indre plastiske arbejde i punktet bliver:

- mO -
X
Cﬁx ~xx<u
] o Rﬂ\,g
<I
n . :
/\ . AX< __XX,\_V
a , b
Flydelinie og tilhgrende generaliserede tgjninger.
M m, = swx - m sin?v
! m = mo - X cosv sin
xy © TFxy T o mnv
m,. = wa - W cos?v

wH =m K _+2m K __+mK
X x Xy xy YVY
= o - K g2 24 - vk i inv+ (mo - & cos2v)ksin?v
Cam,x 5 sin v)kcos“v MASm_qu 5 cosv sinv)kcosv sinv+ ( ey " €© )

u 2 24
_dwuvmoom VXK

v XK ch cosv sinv X K+ \ sin
F Tpy

XY

= m X K
n

P34 samme méde eftervises formlerne i tilfeldet « < 0 , ®; <0 og
0y = 0.
Vi vil hermed antage at flydebetingelserne (4.4.8) for fordelte gene-
raliserede tgjninger samt (4.4.7) for koncentrerede generaliserede
tgjninger er galdende i det mmamHmHHw tilfelde: anisotrope jernbeton-
plader, hvoraf orthotrope plader udggr et specialtilfalde.

De plastiske momenter i et snit, hvis normal danner vinklen v med
x-aksen, (4.4.6), kan illustreres ved Mdhr's cirkler, se figur 4.4.6.
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u u
A_dﬂ/\ v Bﬂx<v

(- _.:Wx .Bw.x )

o
2v) _.0
Mop

0
N<n

~ o _.0
¢ Mgy Bﬂx,\v
. O u .
Mntp Mntp

OVERSIDEARMERING UNDERSIDEARMERING

Flydemomenter ved Mohr's cirkler.
Figur 4.4.6

Af Mohr's cirkler fremgdr, at der savel for underside- som for overside
armering findes to snit, hvori de vridende plastiske momenter forsvin-
der. Disse retninger findes af:

Undersidearmering:

2 u <E
tg(2vh) = clsﬂmwl - V%= ! (4.4.16a)
Mpy ~ Mpx vi+d
Oversidearmering:
2 O <m_u
tg(2v°®) = -osm,lxm - v° = (4.4.16b)
Mpy ~ Tpx <w+m

Ved statiske betragtninger alene ses heraf, at armeringen i undersiden

regningsmessigt kan akvivaleres med en orthogonalarmering med fglgende |

retninger og plastiske momenter ved ren bpining om akser vinkelrette

pd disse retninger:

u_1,u u 1 T __ 4 2 c s . _.u
my = o (Mpytmgy) +3 <QMWx Mpy) © + 4 (mpyey) ; retn.: v,
(4.4.17a)
ipuwﬁc+~uvlm\~5|%pi+»Ac )2 5 retn.: vO+1
2 2 —.F.m.vm E.m.N 2 Em._vm FY HP.m.NN H <2 V3
For zkvivalent oversidearmering fis tilsvarende:
o _ 1 P ) s
my = am_x+ammv + _\Q_Hux sﬂx + fsﬂcN i retn.: v,
(4.4.17b)
S = M -5 . L oL T .
e ) (m+migy) = .\Em_x mpy) * + ﬁaﬂav ;o retn.: vi+g

Kun i tilfelde, hvor ﬂMﬁsstmHsm bestemte ved (4.4.16) for de zkvivalen-
te orthogonale armeringsnet i over- og underside er sammenfaldende,
kan problemet ved koordinattransformation fgres tilbage til behandling

af owﬁsonﬂovm plader.

Lad os_ antage, at pladen er s&dan mHBmHmﬁ\ at mm mHmmﬂwmwm momenter i

mpxy © Tpx ¢ Tpy ¢
og at (4.4.16a)og (4.4.16b) giver mmaaw.ugm:Psm"

et x-y-koordinatsystem er givet ved wa Ewm
(e}
°9  TMpxy

(4.4.18)

Ved Umembwsa i x-y-koordinatsystemet skal anvendes flydebetingelser-

ne (4.4.8).
dreje x-y-systemet vinklen v , se figur 4.3.1.3, lyder flydebetingel-

I et koordinatsystem, W|w|m<mﬂm3~ der fremkommer ved at

serne:

2
|?= |B|v Ssmlaav - Mg <0

2 (4.4.19)
- o e - - - 0
ABA¢.ExVAE +mg ) Ex% <

Det bemzrkes, at (4.4.19)kan afledes af (4.4.8) ved -slavisk anvendel-

se af transformationsformlerne (4.3.1.7) for sdvel snitkraftmomenter-
ne som de plastiske momenter. Omvendt kan naturligvis (4.4.8) afledes
af (4.4.19)ved benyttelse af (4.3.1.6).

Ovenstiende er beskrevet her, idet man undertiden ser det pastaet,
at den her betragtede plade kan behandles som en orthotrop plade ved
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indsattelse af de wwmmﬂwmwm momenter givne ved (4.4.17a-b) i flyde- ~ wa Fm b om - wa< w 0 , . 4
betingelserne (4.4.1) og foretage beregningerne i x~y-koordinatsy- X Y ;
stemet. Dette er naturligvis forkert. cou _ u

- Mpy ¥ M T My, F Tpyy <0

Flydebetingelserne (4.4.8) kan kun regnes galdende for forholdsvis

smd armeringsgrader, da der stilles visse betingelser til cmmemW| Ok - Emm +.E% + Ex< - wam <0

ningen af betonens trykzone. Kravene ‘til armeringsgraderne blev for ’

orthotrope plader bestemte af Nielsen [64.5] ved udledelse af flyde- - Ewm + m, = Myy + awxm <0

betingelserne (4.4.1) ud fra brudegenskaberne for beton og armering. (4.4.20)
° O < 0

Betingelserne kan dog regnes @mHmmm@m i mm.wHEHbmmHHmd forekommende H T Mgy — W, + Ex< T Bpxy
tilfalde i praksis. '

o o
Som det ses af udtrykkene (4.4.8) negligeres indflydelsen af savel Mpy 7 Mg 7 Bx% * Mpgy < 0

forskydnings- som membrankrafter (i overensstemmelse med forudsatning ‘ ° o

(IV), se afsnit 4.2). Som navnt i afsnit 4.1 vil der ofte ligge en ikke T Mpy T Wyt My, T Mpyy 2 0

¢<mmmbﬂwnm Uwﬁmm<5mﬂmmmﬁ<m i membran-effekten. Jernbetonens virkemdde °

vmﬁw&mu~ at der i de mpmmﬁm tilfalde vil forekomme s&danne membran-— 4 T ey T S% - Bx% + Tpxy = 0 ;

krafter. Dette skyldes, at nullinien ikke ligger i pladens midterplan

i momentpivirkede omr&der. Hvis de opstlede tg¢jninger i midterplanen Med de @m:mwmwwm betegnelser anvendte i (3.2.1.13) fas her, idet

ikke tilfredsstillér kompatibilitetsbetingelserne samt de geometriske v my = (my, x<~5mv
randbetingelser opstdr disse membrankrzfter.

- . s.nuwu,;uw <0
Emnet er blevet dyrket af adskillige siden starten af 60'erne. Af J i ) . (4.4.21)
arbejder p& dette felt skal her blot navnes Wood [61.2], Sawczuk 5= 1 8 s i=1,2,3 : v o

= by es 0 14 = by éy

[64.6]1 og Morley [74.4]. Bicklund [72.8] har givet en litteraturover-
sigt over relevante moanSHanmvaummH UmH er dog ikke sm<wrwmﬁ o hvor

generelle flydebetingelser der pa ﬁwwmﬂmmmmﬁwpwmbmm Bmmm ﬁQOH hensyn

.wyw.mpmmm krafter.

T u i Z

Linearisering_af_flydebetingelserne ° "FX ' "rxy g “ PO
Flydebetingelserne kan lineariseres p& mange mdder. Vi vil her benytte ” wa "rxy ! °
en stmmﬁwmmwwnm som foresliet wm,SOHmmmemHmmw.ﬁm».pu og benyttet af w. Mgy * Mepyy 0 1 1
adskillige senere i mowvwwmmwmm.gmm bzreevnebestemmelser. ved hjalp af Ewm - wam o -1 1
linesr programmering, se f.eks. Anderheggen og Rn&pfel [72.5]. Hermed Bm + ° -1 1 0
erstattes flydebetingelserne (4.4.8) af otte lineare uligheder: ox Mxm

Tpx ~ Mpxy -ro-1 0

oy + Taxy o 1

Moy = Togy | o -1 -1 (4.4.22)
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De lineariserede flydebetingelser for orthotrope jernbetonplader fre

kommer umiddelbart af ovenstdende ved sletning af wawtwmmmmum.

De til (4.4.20) hgrende flydeflader begranser i ASx ;M .~ m_)-
rummet mw,wow<®onmwd omrade beliggende inden for ogHQOw%vmmHMsmmw.
af flydefladerne tilhgrende @4 og’ @, givet ved (4.4.8). Benyttel
se af (4.4.20) er da pé& den sikre side. Dette indses intuitivt, et
strengt bevis herfor er givet af Hodge [68.3]. De lineariserede fly-

debetingelser er prsmdﬂmﬁmmm.wm figur 4.4.7.

Flydeflader tilhgrende jernbetonpladers
lineariserede flydebetingelser.

Figur 4.4.7

De lineariserede flydebetingelser, (4.4.20), er i overensstemmelse
med et simplificeret formelsat, foresliet af Nielsen [64.5], til
dimensionering af orthotrope plader, hvor snitkrafterne kendes. Be-
regnes negative plastiske momenter af formlerne (med lighedstegn)
szttes disse til nul. En behandling af HHSmWmemﬂwwmmzm vmw<m5H5®
er givet af Kndpfell [73.2].

Bt ikke linezrt formelsat, der er i bedre overensstemmelse med
(4.4.1) og derfor fgrer til mindre armeringsforbrug er givet af

" Nielsen [64.5] og [69.2].

Formilet med lineariseringen er at n& frem til et linezrt program-
meringsproblem som beskrevet i det generelle tilfzlde ved (3.2.2.15)
og som Vi senere skal se opstillet i det her aktuelle dimensionerings=-
problem. Der er naturligvis intet i vejen for at anvende en finere
tilnermelse med benyttelse af flere linexzre flydefunktioner end de
otte givet ved (4.4.20). Herved vokser dog antallet af linezre re-
striktioner .i optimeringsproblemet, sdledes at dette sammen med li-
neariseringens ne¢jagtighed mé bestemme den optimale lineariserings-

form.

Ved betragtning af en linearisering som f.eks.(4.4.20) sammen med
udtrykkene (4.4.5) og forudsatningen gjort i (4.2.4) ses, at der ved
behandling af skavvinklet armering i forbindelse med dimensionering
ved hjzlp af linear programmering ma mwmwlmm mellem:

(I) armeringsretningerrne givne, eller

(II) wHEmHHbmmwmwuHsmmHnm sgpges optimerede.

Tilfalde (I) medfgrer wamn ekstra woSdHmeﬁHosmH mmBmeHH@:md ned

problemer med givne orthogonale mHBmHHSQmHmﬁnwsme. Dette ses umid-

delbart af, at de ovenfor mﬁmw<ﬁm relationer for skavvinklet mHEmHHﬁm

bevarer lineariteten.

Sg¢ges armeringsretningerne derimod omﬁwamﬁmmm mi& foretages yderligere
lineariseringer for de i (4.4.5) OWmﬁpHHmmm ﬂHHQObosmﬂmewm funktio-
ner. Dette i praksis vaesentlige owﬂHBmHHuQmUHOUHmB~ f.eks. wmmﬁmaémwl
se af ovﬁwamwm armeringsretninger i skeve pladebroer, vil wam blive
behandlet her, idet der vil blive forudsat @H<sm wngmﬂwummwmﬁbpdmmﬁ.
Den her anvendte beregningsmetode bgr dog principielt ogsd kunne an-

vendes ved optimeringen af armeringsretningerne.




e

rekte samt det forhold, at der ved lineariseringen af flydebetingel-

serne er foretaget tilnarmelser, der ligger helt pd den sikre side.

Vi vil dog i det fglgende kun anvende elementtyper, for hvilke sta-

.ﬁ : Hﬂ . N N » . 0 A

aktuelt problem m& fplgende tages i betragtning: isk ligevagt er overholdt. For udvikling af disse kan her benyttes
. en mere direkte metode, nemlig at udtrykke momentfelterne ved hjalp

4.5 Elementtyper

Til den parametriske angivelse af en plades momentfelt kan benyttes
adskillige elementtyper. For valg af elementtype til lgsning af et

- Kontinuumsmodellens pladeform skal med rimelig npjagtig- af interpolations polynomier, hvis konstanter vmmﬁmgsmm.mwmbm ved

) krave i i i
hed kunne beskrives ved sammensatning af elementer t om ligevagt i elementets indre.

Endeli je i . i
(1) den givne belastning skal kunne beskrives ved de ndelig skal navnes en fjerde mulighed for formuleringen af et ele-

til elementtypen hgrende belastningsformer

ments parametre og momentfelt. Denne bestdr i at sammensaztte kendte

: ligevagtselementer til nye elementer ved elimination af de derved

(ITI) statisk ligevagt mme kunne mwwwmm ved opstilling . opstdede indre parametre. P4 denne mdde kan opnis en begransning i
af et s@t linezre ligninger . antallet af mﬁmsmwbmmwmwmamﬁﬂm ﬂwwwwmm med et mere sikkert anvende-

(IV) flydebetingelserne skal si vidt muligt sikres ligt element. . . A
opfyldte overalt i elementet ved tilfredsstillelse En oversigt over tidlige udviklede pladeelementer er givet af

af betingelserne i et antal udvalgte punkter : Jofriet [69.4]

Eksempler p& ovenstdende elementformuleringer gives i det fglgende
ved beskrivelse af fire ligevagtselementer for plader: to rektangu-

(V) det overordnede krav:

den bestenmte smmwm<mﬂmwlpsmswsm.m0H den diskrete
model skal ligge s& nzr den eksakte lgsning tilhg-

lare elementer, REKT 1 og REKT 2 , samt to trekantelementer, ;
TREK 1 .og TREK 2 . .

rende kontinuumsmodellen som muligt.

. m, . . ot o1a Ciaiet 41 . ot To af disse, REKT 2 og TREK 2 ;, er i dette arbejde afprgvede pid

e . .
Ovenstdende krav kan sjzldent opfyldes mws H.Ho ve ,&mbpﬁm M . forskellige problemer. Resultaterne heraf viseés sammen med resulta-
aktuelt pladeproblem. Man er ofte ngdsaget til at vmb%ﬁﬁm.mﬁ ompro ‘ter fra andre beslagtede arbejder i kapitel 6.

mis ved slakning vmvmd eller flere af kravene. . o
e . o H:tmmWHH<mHmmb af en elementtype vil blive gjort rede for:

I afsnit 3.2.2 blev generelt omtalt anvendelse af ligevagtselementer

til opndelse af sande nedrevardilgsninger. Momentfelterne i sé&danne 1 Parametre for og udseende af EVBmSﬁmmHﬂmﬁ '

.WHmmmlmHmBmﬁﬁmH beskrives ved uafhangige elementparametre. Udvaelgel-
M se af disse parametre samt opstilling af udtrykkene for BoSmsnmeﬁmﬁ\;
: @mnmwmpw mwcmw ved (3.2.2.1), kan vare bestemte ud fra variations-

W. princippet anvendt vm.&mb komplementare mbmHmH. 0Ogsd blandede ele-
menter kan finde anvendelse ved bestemmelse af HH@n<mmﬁmst5HbmmH.
For disse kan de cmmwmbmwmw statiske parametre samt ioambﬁmmwﬁmhbm
udtrykt ved disse bestemmes ved hjalp af Hellinger-Reissners varia-
tionsprincip. P& denne m&de kan sdvel bestemmes elementtyper for
hvilke statisk ligevagt er strengt overholdt som typer for hvilke
ligevagten kun opfyldes tilnarmelsesvist (i middel). Sidstnavnte
elementtypes anvendelighed kan ikke udelukkes ved iagttagelse af det

2. Mulige belastningsformer.

3. Statiske ligevagtsligninger

a. indre ligevagt
b. kontinuitetsbetingelser langs fzlles rand.

c. ngdvendige randbetingelser ved ydre rand.

4. Ngdvendigt omfang for opstilling af flydebetingelser.

Det til de forskellige elementtyper hgrende lineare programmerings-

problem behandles generelt i kapitel 5.

overordnede krav angiende lgsningens verdi sammenlignet med den kor-




4.5.1 Rektangulare elementer

Rektangulare elementer kan vere velegnede ved beregning af plader
bestéende af rektangulare felter. For jernbetonplader owvmw en

simpel formulering af flydebetingelserne udtrykte ved elementets
momentparametre og de valgte variable for den sggte armering. Formu-
leringen bliver naturligvis mest simpel i tilfalde, hvor der fore-
skrives orthogonal armering og disse retninger er parallelle med ele-

mentrandene.

Ranaweera og Leckie [70.2] har ved anvendelse af interpolationspoly-
nomier udviklet et element, hvor m  , my, ©9 Wy er givne ved

3. grads polynomier. Hertil kan benyttes i alt 22 uafhengige element~-
parametre, sdledes at indre ligevagt er mwwhwn.tumﬂﬁm element er an-
vendt ved bareevnebestemmelse efter nedrevardimetoden under benyttel-
se af ikke-linear optimeringsteknik, se [70.2]. Lgsningen af det til-
hgrende matematiske optimeringsproblem er besvarlig og sikkerheden
problematisk i generelle tilfazlde. Det er klart, at elementet er dar-
ligt anvendeligt i forbindelse med lineer programmering péd grund af
momentfordelingens store variationsmuligheder inden for hvert element.

Ved sammensatning af fire trekantede elementer med konstante moment~

felter har Bicklund [73.1] formuleret et element med konstant vridnings-

moment og lineart varierende bgjende momenter. Bicklund fandt frem til
de samme statiske forhold for elementet ved anvendelse af interpola-
tions polynomier og benyttelse af Hellinger-Reissners variationsprin-
cip. De to fremstillinger resulterede dog i mm<wmmwwmh i de blandede

elementers fleksibilitetsmatricer.

4.5.1.1 Rektangulzre element REKT 1

For illustration af den direkte metode for opstilling af et elements
momentfelt pd parameterform betragtes fgrst det i henseende til li-
near Unomnmgémhwsm mest simple rektangulare element, ndr sdvel flade-
laste, fordelte laste som koncentrerede krazfter skal kunne behandles.

Dette element har de konstante bgjende momenter langs randene og
vridningsmomenterne i hjgrnerne som parametre, se figur 4.5.1.1.1.
Der forudsattes lirezr variation af m i x-retningen og analogt

P4
for E% i y-retningen. De vridende momenter antages at kunne beskri-
ves ved en hyperbolsk paraboloide.

m! 1 m?2
o m T |
—_—X o~ N X _.
4 P Tm Y
4 -—— 3
My » M2 *Bx,\
Y
f———}
Px

Momentparametre for REKT 1.
Figur 4.5.1.1.1

Momentfeltet er givet ved:

0 = Aaw,aw‘sd w2omd md ool T

m oy "oy Moy My + My /10y (4.5.1.1.1)

. T .
I elementets indre er momentfeltet, m = Asx~ax%~§%v ,givet ved

~

©xn® u - (4.5.1.1.2)

hvor




r | w ! I [ " _
1-X21 = 0 | 0 |0 I 0 o o
1 11 |
IR T | | | |
e X X
= 0 0 Xty (1=+) 2(1 =) 0 0
b | e 2 P I, L Ty o L I’ ! | X
| | xww. I | | I
I | | _ _ " | " v
o | ol 0 _ 0 (] 0 l1-
L | ! : ! I | ! WW | HMM
(4.5.1.1.3)
Forskellen mellem dette element og det fgrnavnte wm mmostsm [73.1]
mpaoﬂgm mwmsoaﬂ er, at i sidstnavnte fas: Exu\ = 31 V\IEVL +
Q._ -m v (= konst.) ) Y
, 0
De N“_.Hosom ske mOwau\Qanmmwﬁmman langs Hmnmmsm tillige med knude . Y Nscmmn og Hmsmwummwmﬁ for REKT 1.
krafterne i elementets hijgrner, se figur 4.5.1.2 opstilles i vektoren: | m_u.mﬂu. 4.5.1.1.2
£ = (Ko KoasKagsKogsPqsPosPa P07t C (4.5.1.1.4)
x 128231340 K 4 Bqe¥rs5 305y el bl Parameterfremstilling for pladens momentfelter:
Disse udtrykkes ved parametrene w.:m ved . De Geum:wm momenter tildeles elementrandene medens de vridende mo-
. menter tildeles elementerne, idet fortegnskonventionen som vist pé
. ) fi
m..m - u‘m.mxwm ; (4.5.1.1.5) igur 4.5.1.1.1 overholdes.
Ved nummerering af siderne og elementerne opstilles samtlige variable
hvor i vektoren: ’ i
PR I _ | 101 g : N :
0 |- ol 0 | - - -
0 “ _ Hx#.ﬂ_ e | H.<__ I E= (m (1,1, ... m(nm, ... m (1,1, ... m@mn), ...
a2tz o oo . . ,
I | [ | _ 1a 4a T
X, Tx | Y vy | _ Moyr +=e (M PR R
| . 3’4 xRy,
| 2 + 2 _ 1 1 . .
0j 0 0740 b ! ol i vl B
A L S Y, ¥ se figur 4.5.1.1.3.
.Hlll.“_.l._l.HMI_o _ O._ M.l ] O_ 0 S L J X . R . .
L& - x" % | v | | v _ Ud fra den benyttede (automatiske) nummerering opstilles umiddelbart
~ 0,0 20 " 0, 0 |0 O (4.5.1.1.6) for hvert element: S ,
[ ! L, _ _ _
0,0 | 02 | o o0 | 0 0 n® = ¢®xF - (4.5.1.1.7)
| ! ! | ! | : - .
| | | | } ! |
[ ojo | 00 0y -2} 04 0]




Y 1 behandles som ubekendt. Ud fra
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fundne lgsning bestemmes sgjletrykket

: d hjzlp af (4.5.1.1.8).
+ J-1 Mmy(I-1,0-) my(I,J-1) ved hjzlp af )
al a2 bl b2 i 4 N i
: | My Myy | Mxy My Kontunuitetsbetingelser: .
: ; ~ pre . .
i - H k Med valgte variabelnummerering f&s kontinuitetsbetingelserne, se
ly(3-1 & a g b &l figur 4.5.1.1.3:
= = 2. k
5 E € rand mellem a og b : k2 + K2, = P
a4 a3| b4 b3 g PR3 Re L
1y My My(-1.0) My My, MU I My . .
cl c2 1 . | . . =3
_Imyy My 3m< BMW ..rand mellem a. og ¢ : K3, +Kqy = Py (4.5.1.1.9)
S : — . .
n = 4 knude I,J (se figur 4.5.%1.1.4) : P2+ pP+pC4pd = B
Ly g ¢ H d & - Pyt Pyt By Py
€ m W .wmmnmmmbﬁmﬂmn‘mmsAmmHHmm rand en mellemunderstgtning opstilles disse
Bab m c3 ! d4 43 kontinuitetsligninger ikke. - Den javnt fordelte reaktion og de til
- )
- J+1 xy Myd-1.0+1) Mxy|Mxy MYL.J+1) Mxy knudepunkterne hgrende enkeltkrafter findes ud fra lgsningen ved
(4.5.1.1.9).
I-1 I I+
Y lx(z-1) 3 Lx(1) L
1 — A

Global parameterangivelse.
Figur 4.5.1.1.3

Belastninger:

Af udtrykket for momentfeltet, (4.5.1.1.2-3), ses at der kan behand-

les:

a) Fladelast, konstant inden for element (optages ved vridning).

b) Enkeltkrafter, skal angribe i knudepunkt (optages ved diskonti-

nuiteter i vridningsmomentet).

Knudeligevagt.

c) Linielaste, konstante langs elementrand (ligevagt for Kirchoff'sk
: Figur 4.5.1.1.4

moﬂmwwmswbmmWHmmﬁmH.

Randbetingelser:

Ligevagtsbetingelser:

Udggr randen 1~4 af element a en ydre rand f&s randbetingelserne:

Indre_ligevegt for element f&s af (4.3.1.2) og (4.5.1.1.2-3) til:

1 _. 2 3 _. 4 o~ TTXSEEEE Ingen betingelser
NxAwa Ex%+.5x< wav =px1l x H< (4.5.1.1.8) - V
T777AITT mo" = i
Er feltet s@gjleunderstgttet, udelades (4.5.1.1.8), idet sgjletrykket Ewm,u MU ; qu = WH (4.5.1.1.10)
mm + mw = P (tilsvarende for punkt ail) ]




Flydebetingelser:

Idet momentfeltet er lineart i alle retninger over et element er
det tilstrazkkeligt at opstille de lineariserede flydebetingelser,
(4.4.20), i hvert elements fire hjgrnepunkter til sikring af, at
betingelserne er overholdte overalt. (Dette gelder naturligvis
ogsa hvis de korrekte flydebetingelser, (4.4.8), anvendes, da dis-
se er konvekse.)Der opstilles alts& ialt 4 x 8 xne linezre uligheder,

hvor ne er antallet af elementer.

Anvendeligheden af dette element afh®nger af den valgte elementind-
deling ved det aktuelle problem. Diskretiseres ved benyttelse af 4
kun &t element kan de galdende ligevagtsligninger ikke generelt op- w
fyldes ud fra alle understgtningsformer for stift-legeme-bevagelse
og alle former for belastninger, der ellers kan behandles.

Lad os betragte ‘en @memAHsmmmHﬁ i et nx..bmlsmﬁ.

Herved féas:

X + +
6 n, n n .d

Antal ubekendte: n
y T Px Ty

Antal st. ligninger: m < 4xn,ng + NAdx+swv -2

Ved granseovergang til uendelig fin inddeling fas:

= 1.5 (4.5.1.1.11)

818
¥
ajor
|

Alts& det halve af forholdet givet ved (3.2.2.5).

4.5.1.2 Rektangulart element, REKT 2.

Dette element fremgdr af elementet: REKT 1, ved udvidelse til at

variere parabolsk i x-retningen og analogt for Sw i
an fordelte belastninger over elementet optages
Parameterantallet udvides til ti, se

lade my

y-retningen. Herved k
ved savel bgining som vridning.
figur 4.5.1.2.1, idet de nye parametre er Py ©OY Py -

1 2
_..=x<. * . 3~< “Bx/\
— " X
1 s 2 "
P
1m4 prpy P by
mEy * Aauwl m3y
1
Ly L
Y

Momentparametre for REKT 2.
Figur 4.5.1.2.1

Momentfeltet i et element er givet ved parametrene

e 1.2 _1 2 3 4 12 T 5.1.2.1
m = A5X~§x~H=NM\~BxM\~ENv-SN -Bv\~§v\~@vn~mvv\v (4.5 )
T elementets indre bliver udtrykkene for momenterne:
m = y®xmn® (4.5.1.2.2)
Her er
[ 1 1 0
"Jﬂ.xﬁwxlxd
!
& (REKT 2) =| y° (REKT :" 0 0 (4.5.1.2.3)

i 2 -
mmE.m;;.wv_ 0 5 iwm y)




Fordelingen af momenterne over elementet er vist pd figur 4.5.1.2.2.

D=
)

PR 3 S— .

Mx my Mxy

Momentfelt for REKT mb
Figur 4.5.1.2.2

Opstilles igen de Kirchoff'ske forskydningskrafter langs elementran-
dene tillige med knudekrazfterne i elementets hijdrner i:

e _ T
r- = Qﬁkww.xuffff.mm.m%wt (4.5.1.2.4)

~

(se figur 4.5.1.1.2) fas:
£ = % xn® o (4.5.1.2.5)

Her er:

[STE
w ©
»
=
C
g

Nf s
=

k% (REKT 2) =| k_(REKT 1) (4.5.1.2.6)

(se (4.5.1.1.6))

o O O o O

8]
»

Qo O O O

Parameterfremstilling for pladens momentfelt:

Samtlige QmHHdem.mow hele pladen opstilles som for REKT 1, idet
@x~@< tilfgjes for alle elementer, d.v.s.

reeeiPyo p0) . For E(REKT 1) se

F(REKT 2) = (F(REKT :%w% Py

figur 4.5.1.1.3.

1
Y

Belastninger:

De samme belastningsformer som for REKT 1 kan optages. Eneste @ndring
er, at fladelast ikke ngdvendigvis optages alene ved vridning i ele~

ment.

Ligevagtsbetingelser:

Indre_ligevegt  for element fas af x».u.g.wv og (4.5.1.2.2-3):

A M w bl ..z-.n ,,
mxABx% Sx%.faxm..axmv | HxVprﬁv Py @%V A».m.A.m.qv
Denne ligning opstilles ikke, hvis det til elementet hgrende plade~
felt er sgjleunderstgttet.

Opstilles disse betingelser c&wwm#ﬁ ved komponenterne i r® f3s

samme udtryk som for REKT 1, se (4.5.1.1.9).

Disse bliver ligeledes analoge til betingelserne for wwwa 1, se
(4.5.1.1.10).

Da momentfeltet ikke er linezrt varierende over elementet er det. ikke
tilstrazkkeligt at opstille de lineariserede mw%&mwdwsamwmmﬁ i wuaﬂvml

@ﬁbwwmwbm. De lineszre uligheder kan opstilles explicit i ethvert punkt
af elementet. For at begranse restriktionsantallet kan som eneste

.mwmﬁwmwww. valges rektanglets Sw&#@ﬁ#.. pkt. 5 pd mw@uﬁ.».m.a.m.w~ hvor
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=1 1 2
m, = 5(m +ml) + 8 HuxHx
1,1, 2 1 2

= 2L + + = 1 4.5.1.2.8

Ty N:@ awv 8 Py'y ( )

Der opstilles slledes ialt 5x 8 x ne lineare uligheder.

For den ved owdwgmﬂwsamn fundne l@sning kan de korrekte flydebetingel-

ser, (4.4.8), check'es i f.eks. punkterne 6,7,8,9,10,11,12, Au

se
figur 4.5.1.2.3.

1 2
X
6 7 8
TTETL | Ty
13h--4-—-49
R R
12 1 10 |
4 Ly 3
© (4.420) OPSTILLES
X (4.4.8) CHECK'ES
Yy

Check/opstilling af flydebetingelser
Figur 4.5.1.2.3

Ved uendelig fin elementinddeling f&s her forholdet mellem antallet

af ubekendte, n , og antallet af statiske ligevegtsligninger, m :

= 2.0

=]
12
oo

(4.5.1.2.9)

Altsd md,set ud fra dette forhold alene, forventes bedre ligevagtslgs~
ninger end for elementet REKT 1 med samme elementinddeling.

Det her omtalte element afspejler en analogi til strimmelmetoden,

se
Hillerborg [56.21 .

Sammenhangen fremgdr af figur 4.5.1.1.3, hvor

elementinddelingen reprasenterer pladestrimler parallelle med koordi-
natakserne, samt af momentfeltet (4.5.1.2.2-3),

der nemlig er l#sninger
til pladens differentialligninger p& formen:
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2

] EN N

= - muum
ax?
3%m (4.5.1.2.10)
—L =-p
m%» Y

Py L )

2 wvnwu\ = Amv WN @u\ ¥

Elementet blev benyttet af Wolfensberger [64.41 der dog WWWWHNMMMMmﬁm
de Kirchoff'ske forskydningskrafter og som udtrykte WOUﬁHnMHQMn
ﬂw:mmwmmﬁsm i form af differensligninger. Ved anvendelse a o
Kirchoff'ske pladeteori ville man naturligvis herved Wogam i e et
samme Umﬁws@mpmmnAmoB mm her ovmﬁwwwmmm. Metoden er vwﬁ vﬁow op

i EDB-orienteret sprog som mwbwﬁm element metode.

Dette element er mm@&&<oﬁ péd forskellige vHovaBmH w dette mHvMuMMhmn
se kapitel 6. Der er dog heri indfgrt mmw ﬁﬁ&m<m5mwmm WHM<mmMmm i
ningsmomentet har samme verdi i et punkt mOH.mHHm sammenstg e e
menter. Herved udelukkes behandlingen af WObomstmHmmm.vmwwmosw.mmﬁ.
Parameterfremstillingen for hele pladen bliver som angivet pa fig

et X

4.5.1.2.4.
Y
my(-1,J-1) my(I.J-1) v
T3 A mo@ro-n ] mya-n o Mxy@e1.,0-1
- ! b b -
: %P Px, P <
-1 PrPy o) b Y&
Y nm < m
€ ; & :
L my(I-1,J) My(I,J)) . )
-+ J Mxy(I-1.4) Mxy(I,J) = My (1+1.J)
\'U‘ - d a —
— . pc c - \ U
o o RePy o Pty g
Y s = E
P E
My(L-1,4+1) My (1.J+1) 4
I .3x<:.<__,_-s . Mxy(T.J+1) Mxy (1+1.4+)
I-1 1 I+71
L Lx (1-1) L Lx(I) ¥
1 |

Global parameterangivelse

Figur 4.5.1.2.4
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Ved krav om kontinuitet i vridningsmomenterne fis:

n 5 _
m 3= 1.67 (4.5.1.2.11)

4.5.2 Trekantelementer

Trekantformede pladeelementer har varet ofte benyttede i forbindelse
med forskelligartede pladeproblemer. Disse kan i visse tilfalde vare
overlegne i forhold NMH.Hm#wmsmchHm elementer. Dels vil der for ikke
rektangulere pladeformer kunne opnds en bedre geometrisk tilnarmelsé
ved inddeling i trekantelementer. Dels vil disse elementer i de fle-
ste tilfelde, hvor den aktuelle plade ikke er karakteriseret ved .
bestemte "hovedretninger", kunne udtrykke de til kontinuumsmodellen
hgrende felter (flytningsfelter - momentfelter) bedst.

Vi vil i dette afsnit betragte to trekantelementer: TREK 1, der har
konstant momentfelt Og TREK 2, hvis momentfelt er lineart varierende.
TREK 2 er blevet afprgvet i forbindelse med dette arbejde. Resulta-

terne vises i kapitel 6.

4.5.2.1 Trekantelement med konstant momentfelt, TREK 1

Trekantelementet med konstant momentfelt har ofte varet anvendt ved
beregning af plader i forbindelse med sivel elastiske, elasto~plastiske
som med rent plastiske beregningsmetoder.

Som blandet element med lineart ¢mHHmHmsmm flytningsfelt blev det fgr-
ste gang udviklet af Hellan [67.3] og Hermann [67.4]. Allman [70.3]
viste at elementet er et ligevagtselement og s8ledes velegnet i for-
bindelse med smmwmcmhmwvmwmmbwummw. I den blandede formulering kan
elementets uafhengige variable reprasenteres af de bgjende EOSm&me
langs randene og de lodrette flytninger i hjgrnepunkterne. Ved an-
vendelse af Hellinger-Reissner's variationsprincip har Bd3cklund [73.1]

udledt elementets fleksibilitets- og stivhedsmatricer.

Til vort brug er det kun elementets statiske forhold der interesserer
Os. De krafter, der regnes virkende p& elementets rande og knuder er
vist pad figur 4.5.2.1.1, hvor tillige elementets geometri er givet i

et lokalt WIw|x00Hmemﬁm%m#m§. For udledelse af de her givne relationer
henvises til Bicklund [73.1].

Som parametre for elementet valges de bgjende momenter P& randene:
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(4.5.2.1.1)

T
me = (myq My Ty3)
i d
I elementets indre er momentfeltet givet ve
(4.5.2.1.2)
- - lvﬂ_ 4
= Aauln~ Wv\~ Bv\

der udtrykkes ved parametrene ved hjzlp af:
| | | (4.5.2.1.3)

al:..uwmxwm
1 X
( U v
r a 2 %
S
3
myi
Y
Y mmmamwﬂw og momentparametre for TREK 1.
Figur 4.5.2.1.1
hvor:
0 1/x 0 |
2 2ar (4.5.2.1.
Y& = |- s/2ar (b-c)/2ar u/ - ,
) 2
cs/a’r - be/a’r bu/a’r

T . £
i = m )~ findes a
De generaliserede spandinger, m ASx~BxM. v

{4.5.2.1.5)
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e e =
xo=I8xys
(4.5.2.1.6
De vridende -
momenter langs randene: mt = (m T
o m m, <A\S<N‘B<wv findes af
m, =A xm + hvor
2 _ 3.2
(a* = b2~ 2bc) /2ar s/2a
o _ .~ su/2ar
A - a
) (b-c¢)/2a u/2a
o / (4.5.2.1.7
-u/2a (c? - a?+ 2bc) /2
ar

. . .
ndelig kan knudekrafterne p€

eller p® = x® 4 .© ~

m~ , hvor 1+P2/P3)" findes af Wm = B® x €

= X m
~Vv

0 .
1/r .
B® = = 1/u
= - 1/s
0
) 1/u )
4.
1/s - 1/r . v (4.5.2.1.8)
~ S /ar
k€ = b/ b - (bc - a?)/ary
= as -
1/a c/au (4
-(bc~a?)/ars " c/ar / )
- u/ar

Par ameter HHmu:w WPP“_.P:Q for mv.._.mnwmuvm momentf
elt:

t
ro e ! O naboelementers fzlles rand
ige herved i pladen indfgrt
r
er velges samme fortegn, f.eks :

. Ved numm . o0siti
elementinddeling opsti erering af sidelinierne f positiv

lles 4 : : owmmb
F= (m 2 e variabl , <m~mnm
£E=(m,, oo, oT e automatisk i vektoren

mewmwwm for de bgjende moment
or tryk i oversiden.

Ved e ici i
x¥plicit angivelse eller automat

el . i R
ements tilhgrende sider opstille mw.mmsmﬂmhwnm af numre for et
Sz . .

e _ e

m =G xF
(4.5.2.1.10)

“der hverken kan optages ford

Global mmﬂmgmﬁmwmbow<mpmm
Figur 4,5.2.1.2

Belastninger:

Af (4.3.1.2) o9 (4.3.3.8) 1 forbindelse med (4.5.2.1.3-6) ses, at
elte laste eller linielaste pd pladen.

koncentrerede krafter i WdcmmvﬁﬁWﬂmnwm kan optages. Disse optages

Kun
er som givet ved (4.3.3.10) .

ved diskontinuiteter i de vridende moment
For behandling af aktuelle flade- eller liniel

res med knudekrafter ved benyttelse af Saint Venant's
melig tilnzrmelse for den ydre belastning.

aste m& disse zkvivale-

princip, hvil-

ket ofte vil vare en ri

ﬁwumcmmﬁmwmﬁwbmmHmqu

Indre_ligevagt: .

re er opfyldt overalt, nar mwmmmwwmﬁmn pa
gelserne (4.3.3.8) og (4.3.3.9)
matisk opfyldte, n&r der

Ligevagten i elementets ind
elementet er nul. Kontinuitetsbetin
langs falles elementrande er ligeledes auto

ikke pafgres ydre last langs randen.

Kontinuitetsbetingelser:

en sikres da ved opstilling af

Total ligevagt i det indre af plad
F.eks. opstilles for punkt 1

knudeligevaegt for alle indre knuder.

pd figur 4.5,2.1.2:

a b c d _ &
Py + Mw + Mw + Py = P (4.5.2.1.11)
For hvert element udtrykkes mm ved F gennem (4.5.2.1.9) og

(4.5.2.1.10).
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Randbetingelser
Figur 4.5.2.1.3

Er WPQWHPRu en ) (e} ele g 4, elola
i i £ r 1 ment b , se fi ur 5.2
L 1 3 ’

lyde . , ,
yder randbetingelserne (4.3.3.11): en ydre rand

RRRRRK Ingen UmnHBmmHmmH
T M3 = swu =
_— myy = mJ = & 3
samt: Pl - By og ph+pS4pd ., S

1
J
Ran i
. wwmnpsmmpmmem cmﬁﬁwxwmmwwmmwmmmm<mm b
9 (4.5.2.1.10)ved lineare ligninger i F

~

enyttelse af (4.5.2.1 9)

wwwmmvmnmbmmwmmﬁn

Idet de plasti

iske momenter f

orudsette

element ses de s konstante ind

t, at o inden for hvert

1 som givne ved (4
.4.8) anta
ger kon-

ement .

og o
stante verdier inden for 3<mHﬂme

serne (4.4.8
} eller (4.4.20) anvendes = (m
ved F ved an o oy ve
F vendelse af (4.5.2.1.3-6) og Ahxm X"y et
Her opstilles altsi i O

alt 8 x ; )
serne, ne lineare uligheder for flydebetingel

it

‘Ved granseovergan
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g til uendelig fin elementinddeling fas:

antal sider ~ 3 X antal knuder.

‘Altsd bliver forholdet mellem antallet af mwwbmwﬁmm<memUHm og antal-

let af statiske ligevegtsligninger:

(4.5.2.1.13)

gl
¥
w

d.v.s. eksakt lig det i (3.2.2.5) opstillede gnskede forhold.

4.5.2.2 aﬂmxmnﬁmwmamsh med linezrt momentfelt, TREK 2

Trekantelementet med -lineart varierende momentfelt er ogsd anvendt ved
sdvel elastiske som plastiske pladeberegninger.

Det her benyttede element blev udviklet af Veubeke og Sander [68.41,
der har anvendt det i elastiske pladeberegninger. Ved anvendelse af
variationsprincippet for den konplementzre energi blev elementet

udviklet som ligevegtselement.

Elementet har vaeret benyttet af Faccioli og Vitiello [73.3]1 ved
Umhmm<nmummﬁmaamwmmh for plader af materialer for hvilke Tresca's

flydebetingelser er galdende.

Anderheggen og Kndpfell [72.5] samt Kndpfell [73.2]1 har benyttet et

element med lineare momentfelter,hvor kontinuitet i vridningsmomen-

terne mowmmwﬂw<mm~www Umhmm¢bm6mmﬁmssmwmmﬁ for uMHbvaOBme&mH. For
dette element er ligevagten dog ikke eksakt opfyldt.

Da vi her blot mﬂﬂwuﬁmwmmmmhm&m i elementets momentfelt i forbindelse

gtsbetingelserne vil vi anvende en lidt anden parameter-
nde givne re-

med ligeva
fremstilling. For narmere bestemmelse af de i det fglge

lationer henvises til Veubeke og Sander [68.41.

Det viser sig, at de mﬁWﬁHmwm mem<mm¢WmeswsmmH\OVmﬁMHHNW‘Bmwﬁ
bekvemt i et skavvinklet koordinatsystem, %-y-koordinatsystem, og
T som vist p&

" . " - — 7} e oo -—
dermed "skavvinklede momenter”, m = AEx , Bx% , va

~

mpmswa.m.m.w.d~5<0H‘nwwwwmm fortegnskonventionen er vist. P& figuren
er ogsd vist de ni parametre for momentfeltet. Disse velges

som de tre momentstgrrelser i hvert hjgrne:
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n° =i &,
- (4.5.2.2.1)
m
hvor ~3
m = (m= . :
~ ,AEN ’ EN% ’ H:WV.H (4.5.2.2 2)

I det HOWWHQ wAOOH dina ﬂmM\ stem Hu::wmm de skevv inklede momente ved :
r

(4.5.2.2.3)
hvor
Q|W|M_ 0 “ 0 S N R
mwﬁ _ lzr0rorgiogo
e - - N
X = 0 :IWMIN_ | | %1 I et ’ '
0 x ly!
I c__ 1013101010 (as.2.2.0
- -0 [
0 I 0 M-X_Y X | v
=-XLololX]
! poa byt Ty ay o“ o“ w.
y
X
X %

——X
AN
eometri og momentparametre for TREK 2
Figur 4.5.2.2.1

De mm:mHmHPmmHmmm mvm:.nwu':mmH m = :.: m v
x 7 Xy s M v i det QHOUWH@

WOOH&Mnmnmwmme~ vist p4d figur 4.5.2.2.1 findes af
2.1, a

m=yxn® :
 (4.5.2.2.5)

hvor Rm findes af:

X = mmvawm
(4.5.2.2.6)

~
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hvor:

-2cosveos (o - v) ~-cos®(a-v)

-cos?v

e _ 1 . et - = _ . _

a = 3inalcosvsinv sin(a ~ 2v) . cos(o - v)sin(a - v)| (4.5.2.2.7)
-sin?v 2sinvsin(o - v) ~sin? (o - v)

De krafter, der virker pad elementets rande og i dets knuder kan i

henhold til den Kirchoff'ske pladeteori beskrives som lineart varie-
rende Uﬂumsmm,aoamjﬁmﬂp konstante Kirchoff'ske forskydningskrafter

(de bgjende og vridende momenter varierer retlinet- langs og vinkel-
samt wonomswwmnmam.xwmmﬂmn i knuderne. Krafterne findes

ret p& randen)
wonvwbmmpmm med formlerne angivet i

ved statiske betragtninger i
u.ummBﬁHHmm rand- og knudekrafter er vist pad figur 4.5.2.2.2.

afsnit 4.3.

Knude- og randkrafter for TREK 2.
Figur 4.5.2.2.2

samtlige krafter, der alle p& ner hjgrnekrafterne er definerede pr.

lengdeenhed, opstilles i vektoren:

e . _ . | . : - T
£® = my gy g 30my g My 5 My s Ky 5 sk 30Ky 3P P PS) (4.5.2.2.8)

~

Disse udtrykkes ved Bcamuﬁwmﬂmamﬁnmsm.<mm"
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£® = x%xx®
hvor:
sina _
sina
sina
sina
Wm~b Wm~m xm~m
e .
W = Wm.b wm.m Nm.m (4.5.2.2.10
2 xq.u -2 | -cosa ] a/b :
wm~u 2 ~b/a -cosa| -2
-b/a -2 | -a/b |k, -
® [%9,4 |¥9,5 |96 %g.5 *9,8 |¥9,9
-cosa| ~2 | -cosa .
*9,7 1%9,8 [¥11,6
| *12,7(%0,5 [%9,¢
= 2g4 = i i
Wm~» (b/c)*sina, wm~m = 2absina/c2?, Wm~m = (a/c)2sina, WQ\w = a/b+cosa,
xw.p = U\m+oow95wmwl = vA»+Am\ov~:mUoom9\nmv\m..ngm = 2a(a~bcosa)/c?,
ww.m = -a(b-acosa) /c?, wm~q,u -b (a-bcosa)/c?, xm~m =-2b(b-acosa) /c?,
kg o = a(1+(b/c) 2-abcosa/c?) /b, kyy ¢ = ab/c?+cosa (1-(a/c)2),
,

wum~q = mV\n»+OOmQ~MIAw\bVNV .

Elementet er siledes karakteriseret ved tolv randkrafter ~ € .

~

Disse er lineart afhangige. Der kan elimineres tre randkrafter sva-
rende til de tre mem<mmwmwwmswsmmw séledes at der resterer ni uaf-
hangige randkrzfter. Her er altsd valgt de ni "skavvinklede momenter"

1 hjgrnerne som uafhangige parametre. For ethvert sat parametre er

indre ligevagt sikret.

wmwmamﬁmﬂmwmamﬁwwwwbm for pladens momentfelt:

Ud fra valgt nummerering af elementerne i forbindelse med element-
inddelingen opstilles samtlige parametre i vektoren:

= 12 ne,T
E= @, ... 0"

parametre

. Herved bliver det totale antal spandings-
9 X ne .

Elementparametrene findes ud fra mpmsmsnbzasmﬁmwunmms ved:

e _ .e
BTRE (4.5.2.2.11)
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‘Belastninger:
A )

‘Idet momentfeltet er linear
‘petragtning af elementets randkrafter,

t varierende over elementet samt <mw
se figur 4.5.2.2.2, indses

let:
/e a) at der ikke kan optages fordelte belastninger
ﬁ b) at knudekrazfter kan optages som for TREK 1
c) at der kan omwmmmm.mSmmOHmmHﬁm liniélaste langs

elementrandene (optages af Kirchoff'ske mOHmW%&Sw%@ml.
krafter: xwu )
(4.5.2.2.5), med et

' iri af momentfeltet,
UO,—HYOH. Q.OQ. ECHHQH ved OCWHHQUHFH..Q randene,

felt, for hvilken momenterne exr nul langs

i moment
s ger over elementet. Dette omtales

at medtage ensfordelte belastnin
nermere sidst i dette afsnit.

Ligevagtsligninger:

Indre_ligevagt:

& lasten
Ligevaegten i elementets indre er opfyldt overalt, nar flade

er nul.

- Rontinuitetsbetingelser:

o s D e o o o e e e

Kontinuitetsbetingelser for TREK 2.
4,5,2.2.3

Figur
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For randen, ij , mellem elementerne a og b , se figur 4.5.2.2.3

samt for knuderne i o9 j opstilles betingelserne:

. i35 :mP. =@ .. .b _ b . wb a _ o~
stde 13 & my3 = nf, ; nd, = M21 7 Ky3 t Kyp = by
-} c d e b _~ . .
knude i : P+ Py o+ Py o+ Py + Py = Py ) (4.5.2.2.12)
., pa b £ g h _ o
knude j : wm + Mw + wm + wd + wq = wu

Randbetingelser:

Udggr randen 13 for element b (se figur 4.5.2.1.3,idet hjgrne

nr. 2 for elementet b erstattes af nr. 3) en ydre rand,opstilles
randbetingelserne:

R RIS Ingen betingelser

L N
77777777777 M3 T My omg, = 5 7
T m3 =R, ; swq =myo; Ky, o= P; 43 > P= P, i 2P = mu
i ]

(4.5.2.2.13)

Flydebetingelser:

Idet momentfeltet .er lineart er det ﬁuwmﬁﬁwwwmwwmﬁ at opstille flyde-~

betingelserne i hvert hjgrne for hvert element, hvadenten betingel~-

serne (4.4.8) eller de lineariserede mw%&mvmﬂwsmmpmmw~ (4.4.20),

_ T _,
vendes. m = ABx ’ a% ’ BN%V findes af F ved (4.5.2.2.5) og
(4.5.2.2.11).

an-

Flydebetingelserne giver alts& her anledning til opstilling af
3x8xne lineare restriktioner.

Ved gre&nseovergang til uendelig fin mwmamwﬁwnmmmpwd@ f&s:

antal parametre: n = 9 Xne = 9x2x (antal knuder)

antal Humm<mmﬁmpwmbwsmmwn m< 1 x (antal Wucmmwv+.ux (antal sider) - 3
= (1+ 3x 3)x(antal knuder) -~ 3

séledes at:
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(4.5.2.2.14)

—_
fe.]

1.8

s
¥

al
It

dn wuﬂmunﬂogmuﬂmﬂ fa&s tre
For det 1 exr lemen ntinul rl 1
e ilnezre € ent med kont uitet i v

1 a 1i 1i . 1 3 3
MVN.Hm.u:m re pr. nude og en lgevead sligning pr. nude, .

g8

y dvidere afsnit
i i 4 ikke opfyldt, se en
k ligevagt dog 1
Som navnt er statis
7.2.3.

Fordelte belastningex: . . "
j inci es de ti
d benyttelse af det virtuelle arbejdes princip d&pM e
enyt ! ; .
WM 3 AvAm<mHmnmm differentialligninger udtrykte i de

68.4].
vinklede koordinatsystem, se Veubeke og Sander [

5
|mﬂml.§|ww+ﬂmﬂo
o% 3%
Xy (4.5.2.2.15)
dm= mEx
- =0
- IJ% - = ag
3y oy
3qz  9qg -0
—X 4+ X 4+ p sina = )
ox 3y
og hermed:
3%m= 3m-=  3%m- .
X422 IJWN = - p sina
ax? axdy ay?
En lgsning til (4.5.2.2.15) er:
T (4.5.2.2.16)

Tp = (MgprMigprTge)

hvor:
Xy X
me, = - ¢ pa‘sina(1-3) 3
_ (4.5.2.2.17)
— unmu..beWx%
mxyp ~ B .
= - W mvmmwsgAA..Wv W
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Dette momentfelt giver anledning til fglgende randkrafter, se Veubeke
og Sander [68.4], idet der anvendes samme opstilling som i (4.5.2.2.8):

Mw u,ﬁo~o~o~o~o~o~m wUmeQ.m mmmwua_m @Amv\ovmwsg~o\o~ove

(4.5.2.2.18)

D.v.s. erstattes m som givet ved (4.5.2.2.5-~7) med n + wm .
hvor m, er givet ved (4.5.2.2.16-17) og erstattes randkrzfterne
r® givet ved (4.5.2.2.8-10) med r® + MM , hvor r°

~ r o

(4.5.2.2.18) i Hwam<manmwwmswz@mwbm f&s et statisk wuwpmmmwwaw mo-
mentfelt, ndr blot den fordelte belastning er konstant over hvert
element. ,

er givet ved

Da momentfeltet ikke mere er linezrt, er det ikke tilstrekkeligt at
opstille flydebetingelserne i elementets hjgrner. moa for det rektan-
gulzre element, REKT 2, kan valges yderligere at opstille restriktioner-

ne i elementets tyngdepunkt, hvor:

N

a wme : . ,
5 Idv.ﬁmPSQ (4.5.2.2.19)

}m

AH +w ,

1

=41
i
W)=

.Twwv +( =3

foe)
=)

2

For den fundne lgsning kan flydebetingelserne (4.4.8) check'es i et
finere net og lgsningen proportioneres eventuelt for overholdelse
af flydebetingelserne i alle checkpunkter, se figur 4.5.2.2.4.

o (4.4.20) OPSTILLES
x (4.4.8 ) CHECK'ES

Check/opstilling af flydebetingelser for TREK 2.
. Figur 4.5.2.2.4
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5. OPTIMERINGSPROBLEMET FOR JERNBETONPLADER

I afsnit 3.2.2 blev bareevnebestemmelsen efter plasticitetsteoriens
) ) . ’ . N g H-."
nedrevardimetode i det generelle tilfalde opstillet som et linea

programmeringsproblem ved (3.2.2.9).

En umiddelbar udvidelse heraf er at kombinere en given hvilende

belastning udtrykt ved B9 og en bevagelig belastning udtrykt ved

lastfordelingen W» og lastfaktoren X . Ligevagtsligningerne kan

~

da opskrives som:

P | : (5.1)
m+yxwy

144

\HI\AXM =

Det tilhgrende lineare programmeringsproblem lyder da:

N
Find E og XA séledes at
A maksimeres, og der galder
Y NNe |
EELE R S (5.2)
1 < wo
A x WFQMu < Ry
i=1..., N8 ; 3=1..., NF ; & = 1eee, No v,

Tilsvarende blev dimensioneringsproblemet i det generelle tilfalde

givet ved (3.2.2.15). Lad os gentage dette her:

Find F og D sdledes at

~ ~

z = owcw minimeres, og der gelder

: : o | - (5.3)

jo¢]
oy
+
el
=
~
o
~
IA
Pl
b

=3
t
j=23
o
1A
o
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I forrige kapitel blev angivet, hvorledes de statiske ligevegtslig-
ninger tillige med de lineariserede flydebetingelser blev OWmﬁpHHmﬁ
for forskellige elementtyper.

Vi vil nu specielt se p4&, 5<0H&mu objektfunktionen dannes for dimen-
sioneringsopgaven, hvordan snmwmmm restriktioner for de valgte
design-variable behandles og 5<0Hmms selve det formulerede lineazre
programmeringsproblem behandles numerisk idet bareevnebestemmelsen
og design-problemet H&mmm analogt.

5.1 Design-variable, objektfunktion

Betondimensionerne forudsattes givne, sdledes at samtlige design-va-
riable udggres af et p& forhind valgt antal jernarealer.

Princippet i opstilling af objektfunktionen samt bestemmelsen af de
plastiske momenter ud fra disse jernarealer illustreres ved et eksempel.

P4 figur 5.1.2 er vist en plade med seks designvariable. Lad os
betragte element nr. e ; se figur 5.1.1.

TILNARMET UNDERSIDE

VIRKELIGE UNDERSIDE

Jern-variable for element e

Figur 5.1.1
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e OVERSIDEARMERING

——— UNDERSIDEARMERING

ho( e2,03,6485.86,87)

.H\Mﬁijm_.muv.

Designvariable for konstruktion.




- 118 - - 119 -

I dette afsnit benyttes undtagelsesvist betegnelserne ¢, h og h P& denne made kan de lineare flydebetingelser for hvert element ud-

n
med betydninger som i afsnit 4.2, se (4.2.1-4). trykkes ved de valgte designparametre oOg elementets SOEmbﬂmmHﬂ~ de
Som design-variable for elementet valges: .W statiske parametre.

Endvidere kan i dimensioneringsopgaven let medtages tilfazlde, hvor
e 0 0 0 u T . 2 3 blot
4" = (Rpys Mpyr Mpeys me‘ Ewm. L (5.1.1) en del af armeringen er fastlagt pd forhand. Umﬁmm caﬂﬁwwwmm Ho .
ved opskrivning af de dertil hgrende konstante bidrag til de plast:i
Disse findes udtrykte ved de globale design-variable ved (3.2.2.10): ske momenter i (4.4.21-22). P& denne mide kan f.eks. en forudbestemt
’ revnearmering tages i regning, idet vi s blot bestemmer brudunder=
mw = mwmou o ) : } " (5.1.2) spgelsens eventuelle krav om ekstraarmering. Dette kan dog ogséd g¢-
. res mere eksplicit ved angivelse af minimumsgranser -for jernarealer-
I henhold til antagelse (XII) i afsnit 4.2 samt ved vmbwﬁﬁmwmm af ne, hvorved den samlede armering s3ledes bestemmes, se afsnit 5.2.
formlerne (4.4.5), se figur 4.4.4, f&s her: A - I de generelle udtryk for de lineariserede flydebetingelser, (3.2.1.24):
e .0 el h .
Ey. = ¢ (h (e)) x 85" xcos?a. i dje .e e e : 1.4)
1 ; e _ _ pJle _ J J (5.1.
3 n 3 3 oS by b;7® a7 + _ow. o B .
e _ 0 el L2
mmu e (hyle)) au ¥ sintay bliver sdledes her, idet flydebetingelserne (4.4.20) benyttes og
e 0 . o el ’ bidragene til de plastiske momenter fra eventuelle givne armerings-—
Mwu = ¢ (h, (e)) x au xﬁOmo,u.m“m.somm : . lser benzvnes 1l ot
S rels o3
.. S (5.1.3) ster "FX, 0
e _ u eu Syt . . — .
Ej. = c (h_(e)) x 8" xcos?a. : u u
4 . Je -
’ ; ’ ’ b mpx,0 * MFxy,0
u u
mmuw = c%(h (e)) x mwcxmpungu Mex,0 - TFXY,0
: 4 u u
e ~ u eu Edw~o + mem.o
Mmuvu c Awnﬂmvv X mu xoomgumwdgu L u _-u )
_ Mey,0 ~ TFxy,0 | (5.1.5)
: (o} o)
I (5.1.3) angiver gentagelse af index ikke summation. Konstanterne, Mgx,0 + TFXY, 0
0 . s u . \ . le) (s}
c AwnAmvv for oversidearmering og c Asquvv for undersidearmering, Moy o~ Mpyy, 0
beregnes i henhold til (4.2.1-4) ud fra benyttede materialekonstanter ° G
og aktuelle betondimensioner. Konstanterne kan naturligvis variere Mm\o awxm.o
for de forskellige armeringslag. , S . . | "Fy,0 Tpxy, 0 |
I (5.1.3) gazlder endvidere: ,
0 hvis armering Uu - ikke fiindes i overside
50 (58Y) = (underside) af element e .
J J 1 hvis armering Uu findes i overside (underside)
af element e .
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dje _ -

o 0 0 1 0 -1
0 0 0 0 1 1
0 4] 0 0 1 -1

(5.1.6)

. je
medens UH er givet ved (4.4.22).

ved d 1 31 i . . 1 X by ek tf kti c
7 ff i - g i g o b
kons tantex kos tkoe icienter ’ let Ved betra ﬂuuu.:m af figur 5.1.3

AREAL= A®

Elements bidrag til objektfunktionen.
Figur 5.1.3

NuMamo+%:vo.xwmu
i’Fd ¢iP; (5.1.7)
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5.2 Eksplicitte dimensionskrav

jernarealerne, som siledes ikke er afhangige

Forudbestemte krav til
i brudstadiet, kan angives eksplicit pd for-

af de statiske forhold

men:

o]
hy = hpyDy =0
(5.2.1)

n=1..., NDo ; h = 1T..., ND

P2 denne mide kan behandles armeringer bestemte ved andre beregninger
som m.mxm.AUnc@mmammwmwmnmuuwnmmﬂu. ‘

vVed optimering i forbindelse med successiv beregning af forskellige
belastningstilfalde kan denne form ogs& benyttes. Ud fra det (eller
de) tidligere beregnede belastningstilfzlde valges de mmﬂnww hgrende
bestemte armeringer som minima i den mmﬁmnmﬁwombmm pberegning af nyt
belastningstilfelde. Den herved bestemte armering er dog ikke ngdven-

digvis OMdH!mH..wHHm lasttilfalde Gmﬁhm@ﬂwmm.ﬁdmmﬂ &t, se afsnit 5.4.
kan behandles pa denne made. En

n mangde undersidearmering,
hbmm os

Adskillige andre praktiske forhold
af disse kan vere eksplicit angivelse af de
pbukket i en given afstand fra understgtningen.

der ¢nskes ©
p& figur 5.1.2 viste plade.

som eksempel tage den
D i undersiden skal ligge i hele pladens

4
f disse jern skal opbukkes i linierne nd

e opbukkede armering udggr al
Indfgres en ny variabel,

Lad os antage, at Jjernene
lengde og at en trediedel a

og %, som vist p& figur 5.1.2. Denn
ekstra oversidearmering ved indspandingerne.

i omr&derne fra .»dﬁnmv; til

Dy . for den totale undersidearmering i
et gnskede arrangement udtrykkes eksplicit ved:

indspandingerne kan d

Uhuo

o
-—
1
wj—=

winy

wp
i
o

D, - Dy -

Herved er antallet af uvafhangige designvariable for den viste plade

reduceret til fem.

Restriktionerne (5.2.1) behandles i selve optimeringen analogt til
fterfglgende vil

flydebetingelserne. For gimplificering af det e




i

- 122 -

(5.2.1) blive forudsat indeholdt i:

R}, F, + RZ, D, < RJ

83 73 7 Tad i (5.2.2)

£=1..., Ng+NDo ; j = 1..., NF ; i = 1..., ND

5.3 Lgsning af LP-problemet

Indbygges de eksplicitte dimensioneringskrav i flydebetingelsesrestrik-
tionerne fir (5.2) og (5.3) samme udseecnde. Dette ses ved indfgrelse
af et falles variabelsat, x , hvor:

~

ved bareevnebestemmelse: x
(5.3.1)

ved dimensionering: X
b

W e >

Herved kan de lineare programmeringsproblemer skrives som:
maksimer z = c.x.

under hensyn til a {(5.3.2)

IA
i)

I

~
=
~
.
.
.
.
~
-
—

C
~

m.u
~

I
N
1
tR

2

- g _ .
) i gp =" “v (5.3.3)

For dimensionering er:

L}
%,
~
S
e
[

3

1
&)

c = (0, ...
¢ = (0, » 0 4 Cypyq ¢ ce- + Cypanp)

(eypyq ©r lig - c; givet ved (5.1.7))
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al = (K,0) ay = i (5.3.4)
a’ = (&' R i8R

Den numeriske behandling bliver s&ledes ens for de to problem-klasser.

efter passende omformninger til op-
se Appendix , kan (5.3.2) lgses di-

Under visse betingelser (d.v.s.
fyldelse af disse betingelser),
rekte ved simplex-strategi, for hvilken algoritmer er udviklede.

Ved opdeling af lgsningsproceduren i to dele, idet ligheds- og ulig-
hedsrestriktionerne behandles hver for sig, kan opnds en besparelse

i regnetid. Dette vises overslagsmessigt i det fglgende.

! og a? , vil normalt vare dominerede af

Restriktionsmatricerne, & a® .

~

nul-elementer, idet den enkelte statiske ligevagtsligning eller flyde~
betingelse ifglge elementinddelingen kun vil omfatte f& variable.
Lad os betegne forholdet mellem antallet af elementer forskellige fra

nul og det totale antal elementer i WA °g 3, med o . Antages nu,
at regnetiden for et problem med tatheden Og. s antal HmMAwawwosmn
my, o9 antal variable n, er bestemt til ﬁo , da vil regnetiden for

et problem med dimensionerne o , m ©0g n vare:

x & g (@my2 B | _ . (5.3.5)

t ot
. %9 Mo Dy

0

ovenstiende formel har vist sig at vaere nogenlunde gyldig for alminde-
lige lineare programmeringsproblemer.

P& grund af det ret store antal flydebetingelser, der Bw,ommﬁwwl
les (se afsnit 4.5), vil for (5.3.2) gelde, at m er stor i forhold

til n .
Af afsnit 4.5 fremgdr, at der for de der mmﬁﬁmmwmmm mwmambde gelder

omtrentligt:
NF ~ 2 x NS
Ng ~3 x NF ~ 6 x NS

Da antallet af designvariable normalt vil vere forsvindende i for-
hold til antallet af statiske parametre galder tilnarmelsesvist for
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. . e
af har dimensionern

e matrix, '
metoden bestemt ~
sdvel (5.2) som for (5.3): Den ved rangme

(np NF (+1) -np) .
. . i ttes
antal variable : neaE de gvrige restriktioner, flydebetingelserne, indsa

b) I de ¢v

d fés:
antal restriktioner: m =~ NS + Ny o 3,5 x NF (5.3.8) hvorve

ikti dres
2 s. ulighedsrestriktionerne &n
2¢ = a.x_+ as , d.v.s.
o m...l. S~ ~Q

Bo3.5

s . (5.3.6) £il:

(5.3.9)

Nlm“m.
2.5 283 ~ 2 T %0

Problemlgsningen opdeles derfor i to dele:

5.3.8), hvorved denne andres
1)__Elimination af afhangige variable

c) I objektfunktionen indsattes (

ils
a) I ligningssystemet i (5.3.2): t (5.3.10)
: v - + z .
. 'z =C X =g wn.ﬁ 0
alx = wm : (5.3.7) ~ v
o -problem:
. _ ing_af_duale _LP-probiel .
har 3! dimensionerne (NS,NF) , dog (NS,NF+ 1) ved bare- 2)__Lésning 3z c 2) er nu reduceret til:
evnebestemmelse. . LP-problemet givet ved (5.3. :
Af (5.3.7) kan siledes udskilles et antal afhangige variable, ” maksimer: z = S %y . (5.3.11)
idet vi indskranker os til betragtning af problemer, for .

hvilke (5.3.7) har uendelig mange lgsninger. W under hensyn til a, %y < &g

Adskillelse af X 1 afhangige variable, X, Om uafhangige
<mHHmUHm~, X, v kan foretages ved en rangmetode for hvilken

der eksisterer effektive algoritmer. En narmere beskrivelse

1
. L . n ,Zm.l.Zm..ZlMme.
af metoden kan ses hos Householder [65.3] eller Robinson antal variable:
[73.4]. v

Her gazlder tilnermelsesvist:

R

Fgrst bestemmes rangen, np , af a!

. . : m= Np = 3 xNF
a' . Her kan indtraffe for- antal restriktioner .

skellige tilfzlde, se [65.31 og [73.4], men lad os her antage, £ at lgse det til (5.3.11) ho-

at der ikke er modstridende ligninger i (5.3.7), siledes at Der kan séiledes drages mowmwwm a ikke-negative variable for
der bestemmes en rang np < NS . De herved udskilte afhangige rende duale problem. Fgrst indrgres

variable opstilles i den np-dimensionale vektor: X, :» ©O9 ‘ de Mﬂmﬁwmwm parametre ved:

de uafhangige variable opstilles i den (NF(+1) - np)~dimensio- o - . Amdu.gmv
nale vektor x . . i T Fui T Fui

Idet MM er en partikular lgsning til (5.3.7) f&s: ) . . 2

.
hvor ﬂHN.:WWOHH.?W_UPOH—muno:m tanterne, uh._u_u. ’ cmuvm‘mm ud fra THOUH@

u mets natur. Herved fas Lp-problemet:
X = a

%, ENE S _ (5.3.8)
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. . - '
maksimer: z Sy 2u
under hensyn til : a x! < aj (5.3.13)
- 1
og : Xl; 2 0

Det tilhgrende duale problem lyder:
minimer: z =3, ¥
under hensyn til : mm y>c (5.3.14)
og : y; 20

(5.3.14) giver samme optimale vardi af objektfunktionen som (5.3.13)
]
og af den fundne lgsning, Nowﬁ , kan Mcowﬁ let findes.
Ved elimination af de afhangige variable, (5.3.8), forgges tatheden
i restriktionsmatricen. Beregnede eksempler viser, at forggelsen er

af stgrrelsesordenen o =~ 8Xx oy -

Vi kan nu beregne et skgn over den herved sparede regnetid: t_ -t ,

hvor:

for t gelder: n 2~ NF ; m ~ 3.5xNF ; o = 0g

0

R

for t gelder: n 3xNF ; m~ 0.5%XNF ; o =~ 8 oy

Heraf fés:

8o 2
0 /0.5 xNF 3 X NF
bty X Aw.wxzm: vzﬁoxo.m

0 tg NF

alts8 besparelse i regnetid ~ 50% .

Til t skal naturligvis lzgges den me.AQmH benyttes ved omformning

af LP-problemet , (5.3.2) = (5.3.14), samt den tid der benyttes til
. ‘opt opt opt \
beregning af x og hermed X ud fra den fundne y . Til

~u ~

brug ved sidstnavnte beregning m& matricen aP i (5.3.8) gemmes un-

~

der lg¢sning af det duale problem.

- 127 -

Alt i alt er der dog fundet en vase
benyttelse af rangmetoden og efterfglgende 1¢

blem.

ntlig reduktion af problemet ved

sning af det duale pro-
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5.4 Behandling af flere belastningstilfalde

Lad os betragte designopgaven og antacge, at konstruktionen

gnskes dimensioneret for n forskellige belastningstilfalde (evt. n,
enkelttilfalde og n, deraf bestemte kombinationer med givne partial-
koefficienter, n = n, + n,).

Ved dimensionering for de tilhgrende elastiske snitkraftfordelinger
beregnes umiddelbart den maksimale pavirkning for snittet og der di=-
mensioneres herfor. Anvendes plasticitetsteorien bgr pavirkningerne
for hvert belastningstilfelde betragtes sarskilt for maksimal udnyt-~
telse af konstruktionens plastiske egenskaber. Her skal navnes tre
metoder for en s&dan mere eller mindre sarskilt behandling af belast-

ningerne.

5.4.1 Successiv beregning

-Belastningstilfazldene behandles &t efter &t. Det, der skgnnes at give

de stgrste pdvirkninger tages fgrst og s fremdeles.

Ved optimering for det enkelte tilfalde betragtes armeringer bestemte
ved forudgdende beregninger som givne, siledes at blot eventuel til-

legsarmering bestemmes som beskrevet i afsnit 5.2.

5.4.2 Samtidig beregning, tilnzrmet optimum

For det i'te lasttilfazlde f&s ligningssystemet:

gkxf = p¥rd . (5.4.2.1)

~

Heri elimineres de afhzngige variable. Ved umiddelbar omskrivning af
(5.3.8) f&s: ,

E, = MDVAMG + Mo~p (5.4.2.2)

Flydebetingelserne bliver:

mA *E + mewm mo . eller
1 1P 0,i 2 0
R ¥ Ry(K"XE +E'7)+R"xD < R" , eller
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0,i
1 2 0 _ wéx 707
PV IET RN SLEES MR
Med andre indlysende betegnelser fas:
. (5.4.2.3)
R ¥E,+ B XR<E

~1 ~ -
le lasttilfzlde og beregnes for hver af disse

1
anvendes (5.4.2.2) for a optimeringsproblemet blot n

bliver resultatet
. (5.4.2.3): RO’Y , 1= 1,00 .

forskellige hgjresider w R ' . A e
Heraf ses, at der Ummdmasmm et sikkert statisk tilladeligt sp& .
! 3 : 3 o
felt,alle. lasttilf=zlde betragtede,ved lgsning af optimeringspr
’ .

P

’ i= a~...-.~ 4

Mo~w

med restriktionerne:

. (5.4.2.4)

R XE, * mN xD < ,mapv.
hvor
orn (5.4.2.5)
goin - apiwm.f mwa I S
3
minz Dy
: nﬂn_.o_v BELASTNINGSTILFALDE |
Oguvo El !

BELASTNI ZOm._._rmerm 2

BELASTNINGSTILFALDE 1 OG 2
(EFTER ( 5.4.24))

OPTIMAL Dy

EFTER (5.4.2.4)

GLOBAL OPTIMAL o_.ﬂ i

Tilnermet optimum ved flere belastningstilfalde.
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Den herved bestemte H&mﬁwsm vil dog sjzldent vare optimal i global
henseende, idet der for alle lasttilfazlde er antaget samme lgsning

for de uafhangige variable.

Dette ses umiddelbart ved betragtning af eksemplet vist pd figur

5.4.2.1, hvor F
~u

design-variabel, Uﬂ .

er antaget endimensional, MA ’ 0@ der blot er én

5.4.3 Samtidig beregning, global optimum

Det globale optimum i henhold til den lineare EommH f&s ved lgsning
af: ,

minimér 2z = owuw
. (5.4.3.1)
under hensyn til: md.aoequeoe + wm.eoe XD < wo\eoe
1,T0T TOT 2,TOT
hvor R’ P F , R og mO,eos forklares ved opstillingen:
By & ceveeeeeeee 000 EYIEN] <[
9 Ry «eveeeeeeee 0 0 RY|: g2
: : : : e :
: : : : S :
0 0 vernnnn. 2 :
9 2 - By 0 B[R .
0 0 errernnnnn. 2 0,n
B 0 9 B, & (R

Umﬁﬁmowwbmmﬁm mﬁomwmsamﬂwbmmwﬂovwms opstilles ved blot &n bestemmelse
af K o“Hmz og R" . For w<mhﬁ,Umwmmﬁbwsmmﬁwpmwwmm skal blot bestem-
mes F , se (5.4.2.2), samt heraf wo~w .

Optimeringsproblemet vokser dog hurtigt med antallet af lasttilfalde
som det ses af (5.4.3.1). Hermed vil regnetiden vokse starkt, hvilket

fremgdr af (5.3.5).

Et ganske analogt tilfzlde fis ved bestemmelse af bareevnen for. en

plade pévirket af en lastgruppe med n forskellige positioner.

For l¢sning af disse problemer kan der muligvis drages fordele af
restriktionsmatricens specielle struktur, se (5.4.3.1). Forfatteren
er dog ikke Umwmumw med eksistensen af en til dette problem speciel
egnet algoritme. .
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5.5 Eventuel proportionering af lgsning

Som tidligere navnt kan der ikke (teoretisk set) sikres et sikkert

statisk tilladeligt momentfelt ved opstilling af flydebetingelserne

i et endeligt antal punkter for elementet REKT 2. Det samme gal-

der for TREK 2, nar fladelast medtages.

Overskridelse af betingelserne inden for visse granser mé& dog anses
for at vare acceptable ved praktiske anvendelser, ndr de gvrige
"gikre" tilnzrmelser fgrende til den lineare model tages i betragt-

ning. v
¢nskes mindre overskridelser af flydebetingelserne end den fundne
l¢sning mitte afslgre ved checkning af flydebetingelserne, (4.4.8),
i et finere net, se figur 4.5.1.2.3 og 4.5.2.2.4, m& foretages en
proportionering af lg¢sningen. En sddan kan udfgres p& uendelig

mange mdder. Der gives ikke nogen opskrift for en generel fremgangs-
mide. Den bedst egnede metode vil vare afhengig af elementtype samt

det aktuelle pladeproblem. Nogle netoder skal dog navnes i det fgl-

gende.
5.5.1 Ensartet proportionering
Flydebetingelserne, (4.4.8), opstilles i alle  kontrolpunkter med den

fundne lgsning indsat. Er betingelserne ikke opfyldte, d.v.s. ©q

bestemmes en reduktionsfaktor for bareevnen, (1-8).

og/eller o, > 0,
Beregningerne af B exr analoge for tilfzlde, hvor ¢, > 0 som for
tilfelde, hvor 0y, > 0 . Lad os antage, at 0 > 0 i osmowmsaxﬁmﬂ.

B findes da af:

2.0 (5.5.1.1)

u u u ’
|Aamx..Agxmvaquswm..Aéwmvamv¢‘AS@xm..Aéxmvsxwv

Af denne lignings to rgdder valges den mindste vaerdi, hvor B8 > 0.
For alle herved undersggte punkters eventuelt beregnede g'vaerdier

Multipliceres det ved optimeringen

UmmﬁmsammmmbMW&Hmwm" msmx.
bestemte momentfelt med AA..mmev £8s herved et (iflg. det udvidede

antal punkter, hvori flydebtingelserne er overholdte) sikkert statisk

tilladeligt momentfelt for lastfaktoren AA..mmevx A
Denne metode er velegnet ved bareevnebestemmelser, hvor hele belast-

ningen er proportionalt voksende. Metoden kan ligeledes anvendes ved
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dimensionering i tilfzlde hvor ingen armeringsstgrrelser er givne pa
forhénd (d.v.s. me =0 i (5.1.5)). Samtlige design-variable forgges
med faktoren (1+B8) . Er der fundet, at vy > 0 kan B Dbestemmes
af:

2

- (4B my = my) (148)mpy = m) + ((148)miyy -m )% = 0 (5.5.1.2)

Xy
Emﬁommsw&ﬂxcbm&<msmmm<m&vm&mmswdmmﬁ.r<0HmMQOHmmﬂmsmOHmmmsmeﬁmmH@
menter mw af samme stgrrelsesorden. I tilfzlde, hvor koncentrerede kraf-
ter behandles som fladelaste samt i tilfazlde med msuwmznmmwmﬁaﬁﬁmmm
elementer kan metoden dog stadig anvendes, ndr blot de lineazre flyde-
betingelser yderligere opstilles i de sékaldte. "checkpunkter" fgr
owwwamﬂubmmb.

Ved bareevnebestemmelser for belastninger, hvor denne er QMQmw i visse
oswmmmw og proportionalt voksende i andre kan de lineare restriktioner
opstilles i =ovmox©zswﬁmn= for elementer for hvilke fladelasten er
.mw<mw. medens (5.5.1.1) kun bringes i anvendelse i omrdder, hvor be-
lastningen er proportionalt voksende. En analog fremgangsmdde kan
benyttes ved dimensionering af plader, for hvilke armeringen er gi-

ven i visse omrédder.

5.5.2 Elementvis proportionering

<mm praktiske anvendelser af automatisk dimensionering kan man i mange
tilfelde vare interesseret i den maksimale belastning, der kan optages
ud fra det bestemte design og s& herudfra foretage den endelige dimen-
sionering. Eller man vil vare interesseret i en given plades maksimale
bareevne tilhgrende en lastfordeling beregnet ud fra optimeringen og

som evt. afviger lidt fra den givne lastfordeling.

Til disse beregninger kan anvendes mange mﬁmsmmnmmsmmmﬂ. Vi vil i det
fglgende betragte en metode, for hvilken momenterne langs elementran-
dene ikke @ndres ved proportioneringen, d.v.s. flydebetingelserne er
stadig opfyldte i OWMﬂHHHHb@mwaSWﬂmH beliggende pa elementrandene.

For checkpunkterne beregnes kun reduktionsfaktorer for fladelasten,
Py ©9 @% for REKT 2 og: p for .TREK 2 , idet de plastiske mo-

menter betragtes som givne.
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REKT_2
ud fra de lokale koordinater til checkpunktet beregnes konstanterne
wx ’ ww , se (4.5.1.2.2-3), sadledes at
= m° .
m, = my + wxmx
=md : , (5.5.2.1)
= + k
Ty Ty T RyPy :
m,_ = mo -
Xy Xy

Lad os antage at ¢4 > 0 . B-vardien for checkpunktet bestemmes af:

W _ o 44 8O (q_g)k. u o 2= 0 (5.5.2.2
= (mpy —m = (1 Bk p.) (mpy m, (1 mvw<v<v+ﬁamxm. wav o )
Ud fra resultatet i alle checkpunkter for et element bestemmes den
maksimale B-vardi , hvorefter elementets fladelast kan beregnes.

Efter at de reducerede vardier, (1- mvmx og (1 |wvw% , er bestemte
for samtlige elementer beregnes tilhgrende linielaste langs element-
randene ved hjalp af (4.5.1.2.5-6) (eventuelle koncentrerede krafter

i knuderne forbliver som fgr, idet wa ikke andres).’

I checkpunktet opstilles ved hjalp af (4.5.2.2.5~7) og. (4.5.2.2.16-17):

[e)
= + X
m, m wx w\

O
+ k. x
y Ty T FyTP

3
i

_ .0
Ex% = wa + wx%x P

Antages igen at 0, > 0 bestemmes checkpunktets B'verdi ved:
u (e} u O _ yq_ u 0 _ o q_ 2
|AEﬁN..Ex..AdlmvwwaAawxn.S% (1 mvw<@v+ABMxN L (1 mvwxwwv 0

(5.5.2.3)

Bestemmelse af hvert elements fladelast sker som for REKT N. Herefter
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beregnes de resulterende linielaste langs mHmBm5WHm5mmsm ved
(4.5.2.2.8-10) og (4.5.2.2.18).

5.5.3 Proportionering af jernarealer

Vi UmﬁHmmwmﬁ dimensioneringsproblemet, hvori visse armeringsstgrrel-

ser er givne pd forhdnd. Det forudsattes, at flydebetingelserne blev
opstillede i alle punkter for elementer hvor armeringen var fuldsten-
digt fastlagt i enten oversiden eller undersiden (evt.
Den fglgende proportioneringsundersggelse omfatter alene elementer
hvori en del af armeringen mOH‘mm<mHAo<mH| som underside afhanger af
de beregnede jernarealer Ammmwms|<mnwmvwmv.

Lad os antage, at der i et checkpunkt er mcrmmﬁ 0, > 0. Alle design-
variable der har indflydelse p& SM
tioneres med (1+ 8), hvor

- verdierne i elementet propor-
m. findes af:

u
~(mpy o* :%ESU. -m Iawm ot :+mEmu 5= my)
(5.5.3.1)
+ (mpyy o+ (4B)EGD, -axwvw =0
mmu er givet ved (5.1.3)..

Af Qm.w samtlige checkpunkter af pladen siledes bestemte
beregnes den stgrste , B

B-verdier

max
For den givne belastning er brudsikkerheden siledes i orden i henhold
til det udvidede antal punkter, hvori flydebetingelserne er sikrede

overholdte, hvis jernarealerne valges som (1+8 ) X D,
max i’

N

i begge sider).
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6. RESULTATER VED NEDREVERDIMETODEN

P4 basis af den i kapitel 5 beskrevne fremgangsmade er udfgrt numeri-
ske beregninger for forskellige wwwmmmOHamH. Beregningerne er udfgrt
p& IBM SYSTEM/360 , NEUCC , Danmarks tekniske msumwoww~ Kgbenhavn.

Til automatisk mmbmﬁmhwﬁm ‘af LP- vHOUHmBmﬁ samt til Umwmumwwsa mm ‘den
optimale Hﬂmbpsmm<mwn0H er udviklet MUW|vH0@Hm55mH i PL/I- SpProg.

Til elimination af afhangige’ variable i mesvummmmmdmamﬂ Amﬁmnwmxm
meo<mmnmwwmsp:mmnvmn benyttet IBM' s mmmemz\wmo ssP Amopmbwwmwo

Subroutine Package)-programmerne MFGR - og MIG , se [69. 61.

Til lg¢sning af LP-problemet er anvendt sz.mZmﬂmBmwumwmwﬂoawmagmﬁwnmm.
System , MPS/360 , se [69.7]. .
For dette m%mﬁma har varet anvendt sdvel version V2 - M10 som V2 -
M11. Ved beregnede mema@HmH er mcsamw- at regnetiden ved anvendelse
af V2 - M11 versionen har <mﬂmw.vmﬁwmmwpaﬂ mindre end regnetiden

ved V2 - M10 versionen. T,

Ved diskretiseringen er anvendt vwmmmmwmsmnﬁmhnm REKT 2. og TREK 2 ,
se afsnit 4.5.1.2 og 4.5.2.2. mon wmma N . er mOHSQmWﬁ kontinuitet i
de vridende momenter, hvilket som mwmﬁ mH mﬁ sssm<mbmvm¢ krav iflg.

wwmmnwnpdm¢Mﬂm0HHmb.

For bomﬁm.vmﬂmmbvsamﬂm <mmxo5§m=am har <mHmﬂ vm5<¢¢mﬂ movvmwﬁvn$0p|
sion ved opstilling af LP- problemet og ved UmﬁmdePSm af lgsningsvek-
toren. Der er herved ikke fundet afvigelser fra lgsningerne bestemte
ved hjalp af enkeltprzcision.

Der er ved proportioneringen af den fundne optimale lgsning, i tilfalde
med fladelaste, blevet Umnmdﬁmﬁ metoden som beskrevet i afsnit 5.5.1,
d.v.s. ensartet wHOwOHﬂHosmesm T T T
wow.boowm af de herefter viste lgsninger er draget mmsambppmbwammn

med andre Dcsmﬂwwwm lg¢sninger, for hvilke mm anvendte Bmﬁommﬂ <PH

blive omtalt i kapitel 7.

Der er ved samtlige vmﬁmmwmmm.memB@HmH ws<m5QW\m0H¢mmmmNOWﬂwonmbww

wHEmHHnm {orthotrope mwwmmﬂv.
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6.1 Kvadratisk indspandt plade

Det klassiske eksempel: bestemmelse af brudlasten for den isotrope
kvadratiske plade med fast indspandte sider og belastet med javnt

fordelt fladelast , p , er undersggt ved anvendelse af REKT 2 .

2
Resultaterne er viste pa figur 6.1.1. ved verdien p = pl- ; hvor
mp er pladens flydemoment og 1 er sidelangden. wpmamwﬁ
er inddelt i kvadratiske elementer. Finheden er givet ved N som

fremgdr af figuren. For N > 8 er symmetrien udnyttet, idet der blot

er regnet pd en fjerdedel af pladen.

et
aol” ™r g 395 3965
_\Q B et
39k 386 MMM\I\I- 247" 5'08
mm.m\l\\lo\
38t 73—
al 374 %
36f mo.w. TS
35 35,1 ¢ L ¢
3af \ 4 s
334,
33t o
N 123 N ,
] 1 ! ] 1 i 'l ! ! ] (] i ! 1 I i L i N
1 2 3 4 5 6 7 8 9 101 121314 15 16 17 18

Kvadratisk indspendt plade beregnet ved REKT 2.
Figur 6.1.1

16 x 16 elementer fordeler den totale regnetid, 2
minutter og 47 sekunder, sig p& 1' 29" til lgsning af LP~problemet

og 1' 18" +til opstilling af LP-problemet og efterbehandling af
lgsningsvektoren. .

For pladen med

For opdelingen med 18x 18 elementer er fordelingen 3' 25" og

1' 43" . Problemet har f.eks. ved elementopdelingen 14 x 14 (resultat
p = 39,3) veret lgst ved anvendelse af MPS/360 version V2 - M10 . .
Her var den totale regnetid 7' 31" 5" 8"
23" .

med fordelingen og 1!

»L_.mm!&ay
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i for brudlasten er ogsd beregnet med det linezre tre-
Ved udnyttelse af symmetri er der blot beregnet

En nedrevard

xantelement, TREK 2 .
en ottendedel .af pladen. Resultaterne er viste pé figur 6.1.2 , hvor
ne er antallet af elementer for den beregnede pladedel.
g -2
Me
44 +
o a -]
2285 Fmmmmm o e e e e
42 F g o
a4
40 F m.ov \\\..\k
o k . o o ' e —
38 \o \\\ g
-~ = /
37 + \X\ . .
36 F e .
, A a: KNOPFEL [73.21, SE AFSNIT 7.2:3
38 \\ o: TREK 2 .
sal £ x: KNOPFEL [73.21 | TREK.1.
/
a3t .
XXXK
.32 . ) .
1 1 1 L i i 1 - :m
10 20 30 40 50 60 70

Kvadratisk indspzndt plade beregnet ved hjalp af trekantelementer.

Figur - 6.1.2

Regnetiden for pladen opdelt i 8x25 elementer var 6' 50" ved
MPS/360 version 4w - M10 . For de Ummm@bmmm eksempler var forholdet

mellem Umﬂmmbmw.<wﬁmw.mm p og regnetid ngr den samme som for REKT 2.

Kn8pfell [73.2] har ved vmd%ﬁﬁmwmm af de samme linezre flydebetingelser
bestemt nedrevaerdilgsninger som ogsd er viste pa figur 6.1.2. Kndpfell
trekantelemen-

vmwaﬁmmm den blandede formulering, se afsnit 7.3, for
tet med konstant momentfelt, TREK 1 , og lineart flytningsfelt. Her-

ved er den javnt fordelte belastning dog zkvivaleret med koncentrerede
knudekrezfter, se afsnit 4.5.2.1. KnSpfell har endvidere bestemt tilnar-

mede nedrevardier, som viste pa- figur 6.1.2, ved benyttelse af et tre-
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kantelement med lineart momentfelt og kontinuitet i de vridende mo-
menter, se afsnit 7.2.3.

Endvidere kan navnes, at Chan [72.9)] har bestemt nedrevardien
p = 41,78 ved hjelp af ikke=-linear programmering, se afsnit.7.2.1.
Her var regnetiden dog meget stgrre selv for p-verdier mindre end
de her ved linear programmering fundne. ,

Der fas naturligvis samme resultat for p ved en dimensionering,
hvor armeringsarrangementet valges til at skulle best3 af ens net i

over- og underside og med samme jernarealer i sivel x- som y-retnin-
gen.

Pladeproblemet blev fgrst lgst eksakt i AmN» af Fox [74.51, der fandt
resultatet p = 42,851 . Benyttes brudlinieteorien og skgnnes diago-
nalerne at vare de eneste brudlinier fis p = 48,0

6.2 - Indre felt af paddehat-konstruktion

For et indre pladefelt af en paddehat-konstruktion med spjleafstanden
1 i begge retninger, se figur 6.2.1, er den samlede armering minime-
ret for forskellige forudvalgte wuﬁmsmmamnnmh.

Beregningerne er udfgrte med REKT 2. Ved udnyttelse af symmetri er

der blot regnet pi& en fjerdedel af pladefeltet. Sgjletvaersnittet er
kvadratisk med sidelangden 1/7 .

L —¢

—l

Indre pladefelt beregnet ved REKT 2.
Figur 6.2.1

Idet samtlige elementer tildeles de samme designvariable (homogen

armering i hele pladefeltet) er bestemt .fglgende resultater:
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Resultat:

m, = 0,0685 pl

Degignvariable:

a) D,

2

b) Dy ; Dy
me = G@ = aw ~ D4 eller:
ny = mdy = mp ~ D md = nd = 0,0685 p12
x ~ TFY T 2 FOFCO T
||||||||||||| u HN
c) Dy my, 0,1370 p

<

T

£
4

o _ 0 _
Mpy = Tpy = O
s i alle tre tilfzlde fundet samme armeringsmangde .

2 ]
Lgsningen i a) svarer til p = MWW = 13,9 . Ved beregning af samme
eksempel har Wolfensberger [64.4]" bestemt verdien p = 13,0 .
Kndpfell [73.2] har ved anvendelse af et "blandet" trekantelement
med lineazre moment- og flytningsfelter bestemt vardien p = amwm f
Der  synés for dette problem

Der er sdlede

der dog ikke er nogen sand nedreverdi.

at vere stor spredning for de i HHﬁﬂmHmﬁdebmH<bmHsmdmbmmH. QOﬁmbl

sen [49.1] angiver brudlinielgsningen p = 17,6 .

Med trekantelementet, TREK 1 , fandt Knbpfell nedrevardien p = 11,6 ,

idet sg¢jleaktionen tilnzrmedes med en koncentreret knudekraft

(p = 4x7).

meringsforbrug i tilfazlde,
dens overside-

Endvidere er beregnet minimum for det samlede ar
hvor undersidearmeringen er homogen i hele pladefeltet me

armeringen er begranset til et kvadrat med sidelangden 2 Ho over

s¢jlen, Ho fremgar af figur 6.2.1.

i i i mme
Idet Ho = o¢.w4x 1 , hvor ¢ er radius i cirklen, der har sa

: . £
areal som sgjletversnittet,er for forskellige vardier af wd funde

de tilhgrende minima af det totale armeringsforbrug, vo .
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De fundne resultater er viste pd figur 6.2.2, hvor K. = A /A A
er armeringsmengden i det homogene tilfzlde. 2 ~
K2
1.00f o
08
0.6 o/
b o
o..............-lolll\o\
04r
02+ = ‘
& c+Kyl Ay=Ky A

! 1 | \ ;

ol 02 03 04 05 K,y

Saml i
mlet armering ved begranset oversidearmering

Af beregningerne er s&
saledes fu ini 2
c+0,23x1 ndet, at minimum opnds for 1

~

hvo ~
y r wo 0,5xA . Ved denne lgsning er msbmmm~ at

e areale fo oversidea meringen er ca 4 gange sa stor som for
rnar let r rsi X X . 3 g t
@]

under i
mu.&.mm.ﬂuﬂmuwu-amma- 'Howm.zmmwﬂ mh@o —“_ N.U.QHC.QH ved GHSQHHUH@UQHQQUHHNQQH.
) ’

at Ho bgr vare c+0,3x1

- 141 -

6.3 Rektangular plade med enkeltkraft

For den pé& figur 6:3.1. viste mwammwﬁ understpttede, rektangulare
reevnen beregnet. Pladens dimensioner tillige med de til
ende @Hmmﬁwmwm momenter . fremgdr af figur 6.3.1.a.

wm<wﬁwmm pladen i ‘midtpunktet af en

plade er ba
den givne mHEmHHzm hor

Foruden m@mb<mmﬁmb~ 6,5 WZ\B ’
koncentreret kraft. mOH denne bestemmes en nedre vardi.

Bezreevnen er beregnet ved hjalp af elementet REKT 2 med element-
inddelingen vist pa figur 6.3.1.b. Enkeltkraften er behandlet som
fladelast over elementet med arealet (2% 0,115)x(2x0,115). Resultat
var p = 608,7 kN/m? svarende til P = 32,2 kN .-

Ved hjalp wm trekantelementet, TREK 2 , med den p& figur 6. 3.1.c
viste elementinddeling og med egenvagten behandlet som linielaste

langs elementrandene er bestemt vardien P = 28,3 wz .

6.4 ysaﬁm vwmmmmOHSQH

Bzreevnen er bestemt for moumwmwwwmm vwmmmmowsmﬂ. <ﬁmﬁmm@m figur 6.4.1.
Der er i hvert tilfzlde anvendt mHmSmSﬁmﬁ REKT 2 .\meBmSHMﬁmmmHHb@ms
fremgdr af figuren ‘tillige med de beregnede vardier. MOH alle eksem—

pler er pladen isotrop og med samme mHEmﬁpbm H cdmmﬂl og overside.

Det plastiske moment er Mg . o -

Til de beregnede vardier skal knyttes fglgende kommentarer:

as For denne har Nielsen [64.5] beregnet nedrevardien 4,5 MM og
) . Iy 1
angivet gvrevardien 5,5 -5 . .
: 1 .
b: Johansen [49.1] har givet gvrevardien 8,53 MW .
1
c: Denne er beregnet eksakt af mum@mﬂ‘ﬁmmrmu~.mmﬂ:mmbmw 24,0 MW .
- . ) 1
d: Wolfensberger [64.4] har ved samme .elementinddeling fundet
. Mg o
vardien 120,0 -5 .
1
e: En nedrevardi er givet af Wood [61.2]: p = 8 HBM X
1 1 1 172
(1441 +72) . For sideforholdet <= 0,5 har Backlund [73.1]
2 14 2

i stedet for faktoren 8 fundet nedrevardien ~ 7,73 og gvre-

vaerdien 8,12 .
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I3

H . “_ angive en verdi P n sikr sid £ -
Johansen 43.1 ver a de e e a brud

m. 1 1
F 1r 2
1 (1+ R L), hvor

1r*2r 2r 1r

linieteoriens formeludtryk til 8

.
— —
Hd = Ha\<m og HN = HM\<N .
: Ni Ve ; £
g ielsen [64.5] har bestemt nedreverdien 13 0
r

. £
tions ormel af QOHHm.:mmHH ka. ~H for en gvre- verdi lver
g

14,0 MW .
1
h: For denne ha i
h r Nie
e enne lsen [64.5] bestemt nedreverdien 18,0 mw
. ohansens [43.1] approximationsformel i tilf ~ 1%
med indspanding giver 28,0 mm . e
Hm
6.5 Bemerkninger til resultaterne
De her vist
€ resultater samt resultater fra andre forskningsarbejd
rbejder

grer ti en on, usion, so g P ’
. 8
£ 1 k k1 m ives i kapi tel Wﬂumw,mmnwhwm .,Awmuw Umnwm t

egnede metode i
: : for en sikker og rationel automatisk b i
or jernbetonplader. Tesmnasnetese

Man ma her _Hmmm 1 UQWHNQ ﬁuwn:um~ at mHﬁmH:mﬁchﬂ til en sadan metode

for beregnin :
ger i @HNWm»m.b&dﬁm vil a
. = vere sadanne a i
nume . . nalyt
riske beregningsmetoder som er udviklede for d 7o ske eller
e

lere WHWQWHOHﬁde- w.HWmH:mﬂu.cme.m fo n g
r e mere irreqgul

"dyrkede" regqu-

brudlini : &r plade vil

ot b . mumhmmzwsmmh eller andre simplificerede metod ofte
eéregninger efter elasticitetsteorien oder eller
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7. BNDRE OPTIMERINGSMETODER FOR JERNBETONPLADER

5 - En approxima-

Der er i tidens lgb udviklet mange owﬁwamﬁwbmmimﬁommh for plader.’

savel bareevnebestemmelses— som mmmw@swhovwwamﬂ,mn behandlet af
adskillige.

e optimeringsmetoder finder anvendelse ved
der bygger pd plasticitetsteo-

Talrig rent elastiske bereg-

ninger. Her skal kun omtales metoder,

rien,

Der opdeles dmdcﬂwwmn.w analytiske- og numeriske optimeringsmetoder.

7.1 vsmwmnwmwm ovﬂwamﬂwbmmamﬁommw

Adskillige forfattere har ved analytiske metoder sgpgt at bestemme mi-
nimum for den totale armeringsmazngde, der er ngdvendig i en plade med
given geometri og med en given belastning. Der er naturligvis ad den-

. t mHBva memwmouamH s& som rektangulare- o9

m dog ma siges at udggre en ikke uvasentlig
sis. De herved mssmsm resultater
regninger. Omw er dog ad
on til de i praksis

ne vej kun behandle
memmmaEmﬂnHmwm @Hmmmﬂ~ SO
del af benyttede pladeformer i wwmw
har ringe direkte interesse ved praktiske be

denne vej opndet vardifulde resultater set i relati

anvendte metoder for jernilagning.

de metoder er for stgrstepartens <mmwo55mbmm baserede pd
57.1] minimum-vegt-kriterium for konstruktioner
Dette kriterium siger, at det

g for omwmmmpmm af en given

arealenhed er

De Um:mdwm
prucker og Shields [
af stift Mmmmwywwmmﬁwmw materiale.
Ewb&mwm.demﬂwmwmmowvﬂzmv,mmH.mH ngdvendi

belastning, £4s hvis det indre plastiske arbejde pr.
konstant for hel

ode har Morley [66.2] bestemt den minimale armering i
Lowe og Melchers

e WOSmﬂwcwwwosms i dennes brudtilstand.

Ved denne met:
simpelt understgttede HmWﬂmwmﬁwwhw og cirkulare plader.
pladeformer og Melchers [76.2] un-

[71.5] fandt resultater for andre
Mroz [67.5] behandlede cirku-

dersggte plader med variabel tykkelse.

plader for hvilke sivel jernarealerne som betondimensionerne

lere
kunne variere.

70.41 og qu.dg har pad lignende made behandlet plader pavir-
er som membrankrzfter. Endelig kan navnes, at .

er for den ngdvendige armering i skal-

Morley I
kede af sivel moment
zmemmb,ﬁqd.mu har udledt forml
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elementer med givne snitkrafter.

Metoderne og de deraf opniede resultater skal ikke kommenteres nerme-
re her. Henvisninger til relevante arbejder kan f&s i en litteratur-
oversigt givet af Rozwany og Hill [76.3], hvori ogsd navnes eksempler

P& metoder til analytisk bestemmelse af brudlasten for givne plader.

7.2 Numeriske optimeringsmetoder

Langt de fleste udviklede numeriske optimeringsmetoder omhandler

bazreevnebestemmelsen. Der anvendes oftest diskretisering ved mwuwww
element efter principper som givet i
Som regel er sivel nedre-

denne mmsmsmwwumm kapitel 3.
som gvrevardimetoden reprasenterede i samme
numeriske memmsubmmamnomm. idet der drages paralleller mellem ekstre-

malprincippernes og de tilhgrende LP-problemers dualiteter.

I mange tilfazlde anvendes alene selve ekstremalmetodens fremgangsmide,
medens der ggres visse tilnermelser for dennes grundlag. I de fglgen-
de afsnit vil ekstremalmetoderne ved sadanne anvendelser blive navnt

i anfgrselstegn.

7.2.1 Ikke-lineazre nedrevardimetoder

Benyttes -de korrekte flydebetingelser (4.4.8) eller (4.4.1) for ortho-
trope plader bliver det til bmmhm<mwmwamwommu h@grende optimeringspro-
blem ikke-lineart. Problemets form bliver som udtrykt generelt ved
(3.2.2.8) for bareevnebestemmelsen og som (3.2.2.12) for Qwamumuosmr
For Ummmmm <me05§mb&m kan de afhengige variable elimi-

neres ved rangmetoden idet ligningssystemet forudsattes lineart.

ringsopgaven.

For jernbetonplader vil en mulig lgsning for optimeringsproblemet
ve&re en sand nedreverdi, hvis momentfeltet for elementet er entén kon-

stant eller linesrt {konvekse mw%mmvmﬂwsmmpmmﬁv. Er momentfeltet af hgjere
orden kan der ikke sikres et sikkert statisk nwpymmmwumn=65mudmmwﬁ<ma op~

stilling af de korrekte flydebetingelser i et endeligt antal punkter.

En mulig lgsningsmetode for optimeringsproblemet er straffunktions~
metoden. Ogs& andre Mwwmlpwbmmwm optimeringsmetoder s8 som gradient-

metoden, mulige retningers metode 0g sekventiel linear programmering

(se henvisninger for dem i afsnit 1.2) kan méske vare anvendelige.

Man Kan dog ikke for disse metoder i samme grad, som det er tilfxeldet

T L SN
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med linear programmering, forudsige md<m5mmwwormmmw ud MMMﬁMMMmMWdM
elle optimeringsproblems matematiske .karakter. Mulige. & e rorti-
praksis md bygge pé& numeriske undersggelser af EmﬁommWUm MNP
ske mema@HmH~ idet sivel regnetiden -som. selve beregnings

md tages i betragtning. . N
i f bareevn
Straffunktionsmetoden har varet benyttet til Ummnmasmpwm a e
£ lader. Chan [72.9] bestemte herved bareevnen for isotrope J -
econ . : j : i lgsning i
betonplader. Momentfeltet blev givet ved en partikuler MM Hdaumbm
: ing- j d et momentfe -
i ed belastning overlejret me
ligevagt med den ydre e oeress e
d konstant momentfelt og
reret af trekantelementer me e
ydre belastning. mommmOQ.memﬁmnwxo.Hmm.mu vmnﬂwmﬁmmm wwmam et in
. : t ve
i i Momentfeltet blev genereret Vv
Von Mise's mpmmmvmnpﬁmmwmm; \ >t bl inde
w ﬂmwmmwmcwmnm elementer, for hvilke variationen antoges at

WCNQH.N.A“PMW.
e .
\Y4 ul Yy ' g v e at der ma mwwcmwwﬂmm
1sse ﬁHWQQMOH:OH . Res taterne s nes, dog. at i1se, :
g g i i g - H.&WHNPHH@.WSS _m@.ﬂu-@l
i 1se af Hnu.gm.“_.uv e HmmCHﬁﬂﬁmH [ ; -
lan re Sm.ﬁ.._-ﬂ.m ,WOH. Omvb.m,m 1 . .
heden er endvidere sterkt mﬁjﬁﬁmﬁﬂw af mu.m;mnﬁu.ww.@,.nwm.u.,uv,ﬂ@mﬁm finhed
. . te .m‘ t Y ; onv ’ m5nw.€m.m.mh®, ars re . A =
&Q.m pa mom. kon ergens. H H& Qm,w nume
omend resulta H,H-,
riske <mcmwm“_.u..@:0nwmﬁ ved Hﬂmuﬂu.ﬂ@. af mere Wog@Hmwmm . .@HOU,HQH&QH .. ) .
Endeli V. s, nr .. Oﬂm mmw h vm, w\ﬁﬂm—n differens-
,Aw 1i g skal n& nes, at HAOO@HSNLJS. og an m -N“_ ! .WH' X n 1rie:
e 1 mm. mHE=m, m. , v“: drev Q 1 . sni ger F Yy g 1 rne
. i 1 vamﬁu.b, eise
eto i £ eqar RY .._-S . nge - :
metoden ti b £ t ,Hm 3 m.. ¢ .
P de O@WPBWHW P&WHMPH-@,WCQWWOH
i .WMUG.HCA.WQHB.O . For den opnae mase : )
(o] stilledes i ne . : B .
var MHM\ n.w.mwum‘ﬁu...ﬁ.@mu.mm”sm QO@ <m,mmﬂﬁu.u..©ﬂ OcmH.m,WHsm&.Hw.m 1 .Hﬁmu.u.mﬁ,w.._-..—:&@,m:nwm
MVE:ﬁ ter 7 sé&ledes at res ultaterne efter aﬁﬂ.cmﬁﬂuﬂ@‘ THO%OHWPOuw@HPHw@
m.. e Cwsmwm“—vu-@:ﬂ at .
vax g dere viste det si at ver
ofte ar ubrugbare. Endvi .
mvH.o.QN,mHa.:.mH.m metoden til anvendelse for @meQH.m“_.Hm WHWQWMVH.OUHQH—QH .
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7.2.2 @vreverdimetoder ~ Mekanismemetoden

T afsnit 3.2.1 blev gvreverdimetodens anvendelse ved numerisk bereg-
ning af bareevnen ved hjzlp af linear programmering formuleret gene-
relt. I det fglgende gives principperne for en mulig fremgangsmade
for jernbetonplader. Kun det principielle skal beskrives ved elemen-
tezre betragtninger.

Lad os indskranke os til kun at betragte trekantelementer, o9 lad

konstruktionens flytningsfelt vare givet ved knudeflytningerne som
parametre, idet der forudsattes linear variation for nedbginings-

funktionen over elementerne.

Elementets geometriske forhold beskrives i et lokalt X-y-system som
vist p& figur 7.2.2.1. Elementets flytningsfelt kan da udtrykkes ved:

"o

wS (7.2.2.1)

S:Mswmv = i

o

A
hvor A% og A®  fremgdr af figur 7.2.2.1.

i

Af (7.2.2.1) ses, at der i pladen wcd kan forekomme koncentrerede
generaliserede tgjninger Axx = wxxw = x% = 0), og at disse optrader
p& elementrandene. .

De koncentrerede generaliserede tgjninger, vinkeldrejninger, tildeles
da bekvemt elementrandene pd samme midde som de bgjende momenter for

ﬁﬂmwwbﬁmHmSmuﬁmﬂ med konstant momentfelt, TREK 1, se figur 4.5.2.1.2.
Der Umbwﬂﬁmm mswmmbam Umﬁmmumwmmﬂ. antal sider ~ nr , antal knuder ~

nk og antal elementer .~ ne.

Ti1 bestemmelse af vinkeldrejningerne ud fra knudeflytningerne,

W= A24~zm~....sswva , vil vi fgrst betragte hvert element for sig.
De til et element hgrende flytninger benavnes MQ = A£w~ £w. mva .
De hertil hprende vinkeldrejninger benavnes mm = Agw~ Qw~ qu , se

figur 7.2.2.1.

Ved rent geometriske betragtninger fés:

€ e e
o6 = C W
~ ~

~

(7.2.2.2)

hvor
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-s/ar b/as ~-(bc - a?)/ars
e
c = b/ar -1/a c/au (7.2.2.3)
-{bc - a?) /aru c/au ~u/ar
D.v.s. ¢®= (k7T , k® givet i (4.5.2.1.9).
X
5\.%” O
e
<<mn 1
e
EWMO

Kinematiske forhold for trekantelement.

7.2.2.1

Fiqur

Sammenh@ngen mellem et. elements lokale knudeflytninger og de globale
w:cmmmwwﬁbpbmmw (relation mellem lokale og mHovam wscmmbcaﬂwv op-
skrives ved: (se (3.2.1:2)): )

e e

w_ = H X

w H™ xwW (7.2.2.4)
m#mdwwmﬂm gives sammenhzngen mellem elementets lokale sidenumre og de
globale sidenumre ved elementinddelingen p& en form svarende til‘ mo-
mentrelationen for TREK 1, se (3.2.2.2) og (4.5.2.1.10):

‘e e

BEEXE (7.2.2.5)




- 150 -

Idet samtlige totale vinkeldrejninger opstilles i vektoren 8= (6

T

6_.) kan denne findes af:

!“nr
&

3 ne ne .
o = W...mamvn.xam =5 amvex:ﬁmvexsm - —M Ammvewamveme_ X
2 TR &R 5 v

eller

(7.3.3.6)

1@
It
N
X
1=

hvor

(@ x ke x T , (7.2.2.7)

mu

AN
GH

For at simplificere fremstillingen indskrankes til behandling-af ortho-

trope plader for hvilke flydebetingelserne (4.4.2) anvendes. Der ma
da skelnes mellem positive og negative vinkeldrejninger. Hertil opde-

les 1
g=8-9
(7.2.2.8)
+ - , + .-
hvor 6, > 0, 8; > 0 og for hvert i: 8,x8, = 0
De plastiske momenter antages konstante langs hver rand. De positive
. u
plastiske momenter , mHvABMw , hvor s, er sidelangden og EH@
. u
bestemmes ved (4.4.3), opstilles svarende til 8 i vektoren Rw~

de negative i mm . Idet det bgjende moment langs randen r iflg.

. o 2
(4.4.2) md vere lig ZWH for mH >0 og lig My, for aH < 0 fas
for det indre plastiske arbejde:

I (7.2.2.9)

al = @wvex%

~

+ ARWVH_ x m.l

For belastning med koncentrerede krafter i knuderne alene, for hvilken
. ~yy\T . .
lastfordelingen udtrykkes ved AW%V , bliver det ydre arbejde:

aY = A Txw (7.2.2.10)

~

For at opnd beregninger med endelige deformationer opstilles betingel-

sen:
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ENHTxy =1

~

(7.2.2.11)

hvorved f&s det linezre programmeringsproblem til bestemmelse af bare-~
evnen:

Find 8 , 8 , W og A siledes at
bliver minimum
(7.2.2.12)

og () Txw =1

Samtlige frie variable i (7.2.2.12) udggres af wbcmmmwwwdnsmmmsm
W og lastfaktoren A . Metoden er séledes blot en automatisering af

brudlinieteorien, idet brudfigurerne amsm&mm automatisk ved hj=zlp af
parametrene SH. i=1..., nk . ﬁ&m%ubams bliver en sand gvreverdi.

Det bemzrkes, at kun elementets kinematiske forhold, linezrt flytnings-
felt, indgdr i optimeringsproblemet.

Lad os betragte elementet med konstant BoSmuﬁmmHﬁ. TREK 1, og lad os
antage, at dette er belastet med knudekrazfter alene.

De statiske mem<mmﬁmwwmbwwmmﬂ.ovmﬁwwwmm med den her anvendte termino-
logi. Ligevagtsligningerne i de frie knuder lyder, idet (4.5.2.1 9)
benyttes for mHmSmuﬁw:cmmxH$mﬁmem\ p®

H
~

~

~ ne
yxw%uMAmmvHmeuMAmmvexwmxam
17 ~

eller
K X F = B.
~rETAE (7.2.2.13)
hvor
ne o
MHMQva%x% (7.2.2.14)
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~

T

tabilitetsmatrix: K = C° .

metoden" hgrende optimeringsproblem:

Find F sdledes at

~

og A

A bliver maximum,

og der galder: KXE - AxBY =0
E+ M >0
-E+Mp 20

ZBUH ....swnw_v,
= I |
.Wﬂluﬁlllhflllﬁu

|

w9k fE]
- O I

| |

| |

“ |

|
.nxr o~ I XY
&3 ~ 1~

| 1

i |

[ |
e — -

i |

| 1

ul |
nr 1 -1 10
2, ~ |~

I |

| |

I |

_F_i ) i

IV eeeeveea [V [V eeaenensa JV il ons

Primale LP-problem. "Nedreverdimetoden".

SO +»0O

-/

Heraf ses, at ligningsmatricen, K , er lig den transformerede kompa-

Opstilles flydebetingelserne (4.4.2) for hver rand i stedet for de
otte lineare flydebetingelser pr. element f£&s det til "nedreverdi-

(7.2.2.15)

De hermed angivne lineazre wﬁomﬁmssmﬂwsmmvhovwmamﬁ, (7.2.2.12) og
(7.2.2.15) ,0pstilles i standardskema som fglger:

(7.2.2.15)
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“zH..sam”oH.. ....... mns_f ......... A
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1Y | 0 0
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Duale LP-problem. "@vrevaerdimetoden"

(7.2.2.12)

De opstillede LP-problemer er hinandens duale problemer. D.v.s.

(7.2.2.12) og (7.2.2.15) giver samme lgsning.

I formuleringerne er ikke medtaget de galdende randbetingelser for

dels knudeflytningerne i (7.2.2.12), dels de statiske parametre i

(7.2.2.15). Det viser sig at ogsd med disse medtaget bevares duali-

teten i LP-problemerne. For narmere behandling heraf henvises til

KnSpfell [73.2] og Munroe og Fonseca [78.2].

Ved lgsning af s<Hm<mHQHwHOUHmEmﬁ~ (7.2.2.12), f&s s8ledes et statisk

tilladeligt momentfelt. Dog vil de korrekte flydebetingelser sadvan-—

ligvis ikke vare overholdte. Momentfeltet er altséd nazppe et sikkert

statisk tilladeligt felt.

Opstilles LP-problemet efter nedrevardimetodens fremgangsmide, (7.2.2.15),

f8s heller ikke et sikkert statisk tilladeligt momentfelt, idet op-

stilling alene af flydebetin

gelsen, (4.4.2), ikke er tilstrakkeligt.'

Vi kan s3ledes heraf udlede det interessante resultat,’ at der ved

benyttelse af trekantelementet, TREK 1 , kan produceres s&vel sande

gvre- ‘som sande nedrevardilgsninger udelukkende ved anvendelse af

nedrevardimetodens fremgangsmide. Ekstremallgsningens..art vil alene.

afhange af de valgte flydebetingelsesrestriktioner. .
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Ovenstdende afspejler en analogi til de to kendte lgsningsmetoder for
brudlinieteoriens anvendelse, nemlig arbejdsligningsmetoden og lige-
vagtsmetoden. Disse metoder giver her, hvor intet andet end bgjnings-
momentet i en flydelinie foreskrives, samme resultat. En behandling
af de to metoders indbyrdes forhold er givet af Nielsen [64.5].

Den rene gvrevardimetode fgrende til (7.2.2.15) har veret undersggt
af KnBpfell [73.2] og Munroe og Fonseca [78.2]. Der er dog herved
fundet, at lgsningerne er starkt afh@ngige af det aktuelle plade-

problems natur og kan blive vasentligt pd den usikre side.

7.2.3 Tilnzrmede ekstremalmetoder

Som navnt i afsnit 4.5 bgr man ikke udelukke anvendelser af element-—
typer for hvilke statisk ligevagt ikke er strengt opfyldt. Benyttelse
af sddanne elementtyper vil ofte kunne forsvares ved praktiske anven-
~ delser, hvor man med de gvrige givne forudsztninger taget i betragt-
ning vil vaere tilfreds med et design, der er sikkert omend for en lidt
anden belastningsopstilling end den. foreskrevne.

Dette f&r os til at betragte den brede klasse af elementer, blandede
elementer, for hvilke s&vel flytnings~ som momentfelterne indgdr ved
opstillingen af de statiske ligevagtsligninger. .

En almindelig fremstilling af denne elementtypes anvendelse er givet
af Anderheggen og Kndpfell ku.mun Metoderne er benyttede af KnSpfell
[73.2] ved. beregning af bareevnen for jernbetonplader ved hjzlp af
linear programmering. For fuldstandig beskrivelse af fremgangsméden
henvises til o<mbbw<5wm~ idet der her kun skal anstilles principielle
betragtninger.

Lad os betragte et eksempel. For trekantelementet med lineart varie-
rende momentfelt, TREK 2 , foreskrives nu kontinuitet. i de vridende
momenter.

Pladens momentfelt kan da gives ved A5x~ Exw,.g%v i hver knude som
parametre.

Randp&virkningerne for et element bliver som vist pd figur 4.5.2.2.2.
Der opstilles ikke ligevagt i knuden, idet denne er automatisk opfyldt
for ingen ydre last i knuden (kontinuitet i vridende momerit) . For hele
pladen opstilles da blot én ligning pr. side. Denne udtrykker ligevagt
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i de Kirchoff'ske forskydningskrafter.

Ved graznseovergang til uendelig fin Hummmwpbm UHH<mH antallet af
sider tre mmdmm antallet mm wacmmﬂ.

D.v.s. antal ubekendte: n -+ 3 xnk

antal ligninger: n + 1xns + 3xnk

Elementet er séledes darligt ma<msmmwwmﬂ ved OWﬁHBmHHbmms~ idet lig-
ningssystemet ikke levner ﬁpwmwwmwwmwpmn Smm o<mwﬂwwwymm.

Vi s¢ger nu at slakke @m kravene til statisk ligevegt, idet vi ved
voswnﬂmemm af arbejdsligningen med virtuelle flytninger specielt
nm@md fra det i afsnit 7.2.2 Umwﬂmmnmmm mwwnuwsmmmmwﬂ wwb opstille
blot &n mem<mmnmwwmnwsm pr. knude.

For alle frie knuder opstilles en ligevagtsligning ved at $W<H<mwmﬁm
det indre- og.det ydre arbejde for. knudeflytningen alene lig 1 (alle
andre wucmmmpwﬁﬁpbmmw lig 0). Bidragene til det indre arbejde beregnes
elementvis.

Idet der i det indre af hvert mwwsmvﬁ gelder « m.wx = K = 0
o . . Mﬂ UQ - )
féds af det virtuelle wﬁvmummm princip (4.3.3.3) benyttet mow ét element:

(7.2.3.1)

e. _. .
hvor o; ‘findes af formlen (7.2.2.2) med de relevante knudeflytninger
indsat og m®

; er det gennemsnitlige bgjiningsmoment for side i mul-

.tipliceret med mwmwpmnwmmu. ‘BM udtrykkes ved pladens globale moment-—
_ 1 nk nk k
parametre, M A3x~ Bx%~ B<~ cee M, Ex%~ BW VH og (4.3.1.3a).
Arbejdsligningen for knude j , W, = 0 for k # 3
k 1 for k=3
lyder da:

(7.2.3.2)

50
wuzwu H
w.|ym.|M =
3 £ Avm:au 1)

[-3% °
hvor wu altsd blot udtrykker det ydre arbejde for S%.n 1. Heri kan

medtages alle slags Hoaﬂmﬁﬁm belastninger (enkeltkraft,linielaste og
fladelaste) .




- 156 -

De aktuelle statiske randbetingelser samt de lineare flydebetingelser

(8 pr. knude) opstilles som sadvanlig.

Ud fra den ved optimeringen fundne optimale lgsning kan momentfeltet
bestemmes og den hertil hgrende belastning kan findes. Lgsningen er
s3ledes en sand nedrevardilgsning for den fundne belastning. Denne

vil bestd af linielaste alene. Det bemzrkes, at man, selv om det ydre
arbejde beregnes ud fra givne linielaste alene, ikke kan sikre, at den

optimale lgsning er i overensstemmelse hermed.

P& denne midde er bestemt en lgsning, der hverken kan forudsiges som
<mwm5mm.mb sand ¢gvre- eller en sand nedrevardi.

Endelig bemerkes, at der ved "gvrevaerdimetoden" kan formuleres et til
"nedreverdimetoden” svarende dualt LP-problem, hvis visse tilnarmelser
indfgres. Det elementvis linezre flytningsfelt anvendes. Kompatibili-
tetsbetingelserne udtrykkes tilnarmelsesvist ved hjealp af arbejdslig-
ningen med virtuelle spandinger specielt lig det lineare momentfelt.
Det indre plastiske arbejde beregnes som angivet i afsnit 3.2.1, idet
der dog indfgres visse antagelser.

Den ved ¢gvrevardimetoden bestemte lgsning er séledes ikke nogen sand
ekstremalverdi.

Metoden til formulering af ligevaegtsligningerne kan naturligvis ogsé
benyttes ved design-problemet.

Endelig skal nzvnes, at formuleringen af ligevagtsligningerne ogséd kan

benyttes for elementet TREK 1, hvorved ogsd fordelte belastninger og:

linielaste kan behandles. Elementet er et ligevagtselement ndr den
ydre belastning bestdr af knudelaste alene. At der her ved arbejds-
iigningen opstilles de korrekte ligevagtsligninger ses af, at for et

element gzlder:

e e

hvorved netop opstilles knudeligevagt:

. he ~v -
Mammvﬂ.mymﬂyw

T~ ~

(7.2.3,,

Anderheggen og Kndpfell [72.5] samt Kndpfell [73.2] har med’ denne m
de bl.a. bestemt bareevnen for den kvadratisk indspzndte plade, se.

- figur 6.1.2.

e
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7:.2.4 Elasto-plastisk beregningsmetode

En alternativ metode til bestemmelse af gvrevaerdier for s&vel den
elastiske som .den plastiske bazreevne for jernbetonplader er udviklet

af Bdcklund [73.1]. Beregningsgangen skal her refereres kort.

Trekantelementet med linesrt flytningsfelt og konstant momentfelt

anvendes. Der forudsattes proportionalt voksende belastning.

Konstruktionen beregnes fgrst rent elastisk. Den lastfaktor, der

bringer mindst &t bgjende moment op p& vardien for det plastiske bg-
jende moment bestemmes som den elastiske bareevne.

Ved naste Umﬁmm:pnm for den ﬁOﬁmHm Umwmmnvvsu mowmmwwp<mm dette moment
verdien for det ﬁwwrsﬂmbam vpmmﬁwmwm moment og HPQSpsmmm%mdmamn 1gses

~igen. Denne @Hoommchm fortsattes Hsmﬂuw der er owbmmd en vwﬁmammeHmBm

og s&ledes bestemt en gvreverdi for Umﬂmm<vms.

Der er sdledes ikke tale om nogen trinvis meﬁwmmeﬂpsm med ﬁwww&nmsmm

vmsmnyzmmﬂ af Hpmbwzmmamﬁwpomu. Samtlige stgrrelser for vHsmBmwwzmems
HMHQBQNH af sidst lgste me:wdmmmwmﬁma.

Ud fra den fundne gvreverdilgsning bestemmes en nedrevaerdilgsning ved
wﬂowowﬁpo:mﬂpbm og m<n <mm :umww af kendskabet ﬁHH mmb vmmﬁmSWm ela-
mﬁpmwm H&mspsm.

Rent intuitivt vil denne fremgangsmide fglge selve pladens vnsacampx|
ling og reprasentere de forskellige brudstadiers snitkraftomlejringer.
Metodens fordele er, at den giver s&vel den rent elastiske som den rent
VHmmwwmxm lgsning med mw minimum mm.wmwm@bwbamM:Mmmwm. Metoden er dog
ikke anvendelig ved ‘automatisk dimensionéring.
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8. KONKLUSION OG FORSLAG TIL EDB-PROGRAM

Ud fra resultaterne i détte arbejde samt resultater fra andre be-
slagtede forskningsarbejder angdende numerisk optimering af plader,
i s@rdeleshed jernbetonplader, konkluderes, at en rationel og sikker
automatisk dimensioneringsmetode bgr vare baseret pé& linear program-
mering.

Mulige anvendelser af ikke-lineare optimeringsmetoder vil krave
narmere undersggelser og eventuel videreudvikling specielt angdende
VWmemHMQSmQ~ idet kendskabet hertil m& siges i dag ikke at vere
tilstrakkeligt for benyttelse i praksis. Endvidere bgr kendskabet
til de ikke~line®re metoders effektivitet ved sadanne opgaver udvi-
des. Ved anvendelser i praksis vil O§WOmﬁ5Mbamwsm> Hmmlmﬁwmmu~ vare
en afggrende faktor, sdledes at en mowcSmsmmHmn wou¢mﬂmm5m alene ikke
kan berettige metodernes anvendelse. . .

Undersggelserne mon.vwwmmcmﬁmmawﬁmmﬁ viser, at anvendelse af linear
programmering giver brugbare resultater ved rimelige diskretiserings-
grader. Hertil kommer at metoden imm sikkerhed fgrer til den ovnwsmwm
lg¢sning, hvis en s&dan eksisterer, for den lineare model.

Som det fremgdr af denne afhandling kan der ved benyttelse af gvre-
vaerdimetoden ikke fremskaffes numeriske lgsninger for den linezre
model, som ikke kan produceres ved nedrevardimetoden, ndr der -an-

" 'vendes de her betragtede elementtyper til diskretisering. Da nedre-
vardimetoden desuden er ligetil ved automatisk generering af lige-
vagtslgsninger og da anvendelser heraf .er analoge for bzreevnebe-
stemmelses- og mmmwawwnovwmamﬁ md metoden foretrzkkes .som grundlag
for et praktisk EDB-program.

For valget af det bedst egnede element bgr narmere undersggelser
foretages. De beregnede eksempler tyder p&, at elementerne, REKT 2
og TREK 2, vil give sammenlignelige resultater. Trekantelementet
med konstant momentfelt besidder den fordel, at der, som omtalt i
afsnit 7.2.2, herved kan bestemmes sivel sande nedreverdilgsninger
som sande gvrevardilgsninger, hvorved der kan bestemmes et interval
for den korrekte lgsning. Trekantelementet med statisk ligevagt kun
tilfredsstillet tilnarmelsesvist synes at give gode resultater. Man
vil ofte i wﬂmwwwm kunne acceptere en lgsning svarende til en lidt
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anden belastning end den foreskrevne. .Dette tillige med de ved linea-
riseringen gjorte ensrettede tilnzrmelser p& den sikre side taler for
elementets anvendelighed i et praktisk dimensioneringsprogram. End-
videre vil elementinddelingens ngdvendige tilnarmelse.af pladegeome-
trien spille en rolle for valg af elementtype. Her kan mdske blive
tale om at anvende forskellige elementtyper samtidig ved elementindde-
lingen. )

I afsnit 8.1 gives forslag til opbygning af et i praksis anvendeligt
EDB-program byggende pa det i denne afhandling prasenterede grundlag.
D.v.s. der anvendes lineariserede flydebetingelser .og diskretisering
ved hjalp af finite element. Problemet opstilles efter nedrevaerdime-
toden.

I afsnit 8.2 foreslds forskellige udvidelser af anvendelsesomradet
til medtagning af s&danne problemer, til hvis tilfredsstillende lgs-
ning m& kraves yderligere undersggelser af grundlaget.

8.1 Programopbygning

I det fplgende betragtes dimensioneringsprogrammet. 0gs& bareevne-
bestemmelsen bgr kunne bebandles af programmet. Fremgangsmaden her-
til betragtes som indlysende og medtages ikke for overskuelighedens
skyld.

8.1.1 Formulering af omfang

I en plade med givne dimensioner og med en eller flere givmne belast-

ninger bestemmes den minimale armeringsmzngde idet:

Pladeranden er polygonformet (eller kan tilnzrmes med en polygon)

- Pladetykkelsen er eller kan tilnarmes som varende konstant over
givne delomrdder

- Understgtningerne er enten simple eller fast/delvist indspazndte.
Desuden kan visse linier eller omrdder af pladen vare understgt-
tede (mellemunderstgtninger, sg¢jleunderstgtninger)

- Belastningen er lodret og kan opdeles i a) javnt fordelt last,
hvis intensitet er konstant i givne omrdder, b) linielast med
konstant intensitet langs givne liniestykker og c¢) koncentrerede

krafter.




- 160 - - 161 -

8.1.2 Rutediagram

- Armeringen er homogen i givne omrider. Armeringsrétningerne er

givne tillige med dzklagstykkelsen og ro<mQWHSmHHs©mHmn5HsmmH Beregningsgangen fremgdr af nedenstdende diagram.
(yderste lag). Eventuel given armering skal kunhe betragtes til~
lige med visse givne relationer for mﬂsmﬁwbmmmﬁﬂwwmwmmﬂﬁm (mini- 1. —‘Hzcﬁﬁmszo Se afsnit 8.1.2.1
mumsarmering, opbgjet armering etc.) ' . . «

- M ial i . . 2. GENERERING AF . - - 8.1.2.2
ateria mwonmnmuﬂmﬂnm er givne O, ©9 Og ELEMENT INDDELING

f

3. OPSTILLING AF. LIGNINGSMATRIX . - - 8.1.2.3
0G BELASTNINGSVEKTORER

4. ‘| ELIMINATION AF AFH: VARIABLE - - 8.1.2.4
BESTEMMELSE AF PART. L@SNINGER .

.

5, OPSTILLING AF KOSTKOEFFI~ - - 8.1.2.5
- CIENTER |

| I

6. OPSTILLING AF RESTRIKTIONS- - - 8.1.2.6
MATRIX OG H@JRESIDER

| 22,05 Hoe

7. | GENERERING AF DUALE LP-PROBLEM = - - 8.1.2.7
8. | LOSNING AF DUALE Lp-PROBLEM ] | = = 8.1.2.8
9. BESTEMMELSE AF SPENDINGS- - 8.1.2.9
PARAMETRE OG JERNAREALER
10, | EFTERBEHANDLING AF LOSNING | | - -  8.1.2.10
1. | upskrIFT 1] - - 8.1.2.11
NED FLERE
"\ BELASTNINGSTILFELDE?
Ja
S 12, BESTEMMELSE AF H@JRESIDE - - . 8.1.2.12
S ' FOR NYT LASTTILFELDE S
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8.1.2.1 Indlasning

Geometri: Pladerande, pladetykkelser, understgtnings-.
betingelser.

Belastninger: For hvert lasttilfalde: jevnt fordelt last,
linielast og koncentrerede krafter. Behandlings-—
form for flere lasttilfalde angives, muligheder
som i afsnit 5.4.

Armering: Pladefelter med homogen armering, hertil hgrende
armeringsstgrrelser. Retningsangivelser, angi-
velse af lodret placering, given armering etc.

Materialestyrker: Op 09 O,

Elementtype: Valg af en eller flere samtidigt benyttede ele-
menttyper. Angivelse af diskretiseringsgrad (evt.
max. areal). .

Behandlingsform

for lgsningsvektor: Valg af BSH»msmamH som givet i afsnit 5.5.

Udskrift: Valg af omfang.

8.1.2.2 Generering af elementinddeling

Ud fra pladegeometri, valg af elementtype(r) og diskretiseringsgrad
foretages automatisk mwmamnﬁwdmmmwwna~ idet naturlige elementrande

og knudepunkter bestemte af ﬁ%%ﬁmwmmm<mﬂwmwwoug armeringsvariation,
mellemunderstgtninger og:- givne belastningsopstillinger Hmmvmwwmwmm.

For valgte mHmmeﬁﬁMvaHv.OWmﬁHHHmw automatisk i ngdvendigt. omfang

for hvert element, e :

e

Q)

k™ : relation mellem lokale parametre og randkrafter (se

(4.5.1.1.5-6})
relation mellem globalt og lokalt koordinatsystem (se(4.3.1.6))

i

For hele pladen opstilles vektoren for samtlige designvariable, D ,

~

~

og vektoren for momentfeltet, F .
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8.1.2.3 Opstilling af ligningsmatrix

: relation mellem globale og lokale momentparametre (se(4.5.1.1.7)}
E° : - - - - - designvariable (se(5.1.2-3))

b2€: bidrag fra given armering i lin. flydebetingelser (se(5.1.4=5))

Ligningsmatricen for de statiske ligevegtsligninger og - randbetin-

gelserne opstilles, se (3.2.2.3). Samtidigt hermed opstilles belast-

ningsvektoren, W%.ﬁ,~.m0H hvert Hmmﬁnwwmmwmm.

~

m.ﬂum.» Elimination af afh. variable og vmmmeBmHmm.mm partikulare
Hemnwsmmw

En rangmatrix, mn , for ligningsmatricen bestemmes. For hvert belast-

ningstilfelde findes den til vmwmmﬁbwsmm<mWﬁOHmw,;M<~H , hgrende

wmhde¢ﬁmﬂm l¢sning, wo~H , se (5.4.2.2)

~

8.1. m m Oﬁmﬁwwwusm mm WOmﬁwommmuopmsﬁmH

Objektfunktionens kostkoefficienter beregnes som ved (5.1.7). Disse
bliver ens for alle lasttilfazlde. Hermed er det duale LP-problems

hgjre-side bestemt, se (5.3.14).

8.1.2.6 Restriktionsmatrix og hg¢jre-sider

De - Hwnmmﬁm mwmmmwmﬁpsmmpmmﬁ opstilles msﬁoawﬁwmw w de ‘udvalgte oml.
stillingspunkter. Herved bestemmes matricerne vwz” om WM~ se
(5.4.2.3). Ud fra de til -belastningerne -hgrende partikulare lgs-

ninger bestemmes sguﬁmlmwmmhsmw,mosw , 4 restriktions-systemet. .

I denne beskrivelse mOHcmmwﬁﬁmm~.mfvm<mlﬁ¢WHHm eksplicitte NH&mmwbmml

krav indbygges i flyde-restriktionerne.

8.1.2.7 Generering af duale LP-problem

OmwmcwwmbM|@HOGHmBm HmmﬁHHW¢HOﬂmSmﬁHHx vHH<mH..Aw ~ mwvﬁ .wmwmdml

les flere lasttilfzlde samtidigt og sgges det mwovmwm optimum bliver
RmmnHPWﬁHOSmBmﬁHwomb mom den ﬁHmSmmowsmHQO af den ved (5. » w Av mw<l

ne Bmﬁwwx.

Endelig mmm mmn mcmwm LP- wwovwmam WOmﬁwommmpomeﬂmH af wsuﬁmmwmmhbm~

wo . Ved mmaﬁwmpm Umsmsmwwbm af flere Hmmﬁﬁwwmmwmm og UmmmeBmHmm af
min o eoa se

tilnazrmet optimum benyttes R ,vmw.am.».mamv~ Bmmmum R

~

(5.4.3.1), benyttes ved bestemmelse af global optimum.

Ved successiv beregning. af flere lasttilfzlde, se- wmmbwﬂ 5.4.1, be-
nyttes den til fgrste belastningstilfalde hg¢rende hgjre side, Zo L .
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8.1.2.8 L¢gsning af duale LP-problem

Det duale LP-problem lgses ved hjalp af standardrutine.

8.1.2.9 Bestemmelse af momentparametre og jernarealer

Jernarealerne og de uafh@&ngige momentparametre bestemmes direkte ud
fra fundne lgsningsvektor. De afhangige momentvariable findes ved

£(8.1.2.12.1).
dgenanvendes, idet blot nye kostkoefficienter indfgres.
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(8.1.2.12.1) indsattes i flydebetingelserne, hvor nu Uu er design-

variable, hvilket kun giver anledning til wsmhwsa af . Ef-
fés de totale jernarealer af

wo~w
ter behandling af Hmm#wvwmwwmm nr. 1
Det tidligere opstillede duale LP-problem kan sdledes

8.1.3 Elastisk Umﬂmmdwnm

hjelp af rangmatricen, se (5.4.2.2).

8.1.2.10 Efterbehandling af lgsning.

Ud fra indlast ¢gnske bestemmes enten den til det fundne design hgren-
mm.smxmwsmwm belastning eller der foretages en proportionering af
jernarealerne efter en valgt metode som givet i afsnit 5.5.

8.1.2.11

Udskrift
Der udskrives:
De bestemte jernarealer og disses placeringer (ud fra input).

Den givne belastning, samt den eventuelt zwmmh efterbehandling
fundne maksimale last.

I valgte punkter udskrives for det behandlede belastnings-
tilfalde eller for hvert enkelt lasttilfalde, hvor alle
behandles samtidigt i LP-problemet:

a. momenter (m,, Ex%y awv
b. hovedmomenter

c. Jjernspandinger

d.

betonspandinger

8.1.2.12 Bestemmelse af hgjreside for nyt lasttilfalde

Ved successiv behandling af flere lasttilfzlde, se afsnit 5.4.1,
0,1
w ’

korrigeres restriktionernes hgjre side,

, for medtagning af
de tidligere bestemte jernarealer. De efter behandling af Awrdv.ﬁm
Hmmﬁﬁwwmmwmm.vmmﬁmaﬂm jernarealer, wH|4~ tages i regning,idet jern-
arealerne, DY, i i'te lasttilfazlde f&s af: ) o

~

pi = p+pi-?

> 0 =

R+ + Dy for j (8.1.2.12.1)

iDe

Thvoraf Bosmbﬁmmwﬁmﬁ er vmswﬁﬁmﬁ i ewmw A

iDe lineariserede flydebetingelser,
inering efter de fundne snitkrafter, idet det givne armeringsarrange-

ne &ndres,

.Uwamsmﬁozmhpdmmovmm<mb kan. Emm fordel indledes med en mw&m#wmw be-~

regning, som man alligevel ofte vil benytte i forbindelse med brugs-

istadieberegningér til dimensionering ud fra bl.a. krav til stivhed

log maksimale revnevidder.

indlysende fordele er:

mulighed for automatisk medtagning af armering

bestemt ved Unﬁmmmﬂmawmvmnmmbwnmwh

let mide at bestemme tilladelig startvaerdi for LP-problemet,
hvorved regnetiden ofte kan nedsattes betydeligt.

Bestemmelsen af sivel den elastiske som den optimale plastiske snit-

kraftfordeling kan f.eks. foretages som fglger.

WAHmwmsanmBmsw med konstant momentfelt og lineart flytningsfelt,

Ums%ﬁﬁmm.

Elementet mb<mbmmm som Gwmbmmﬁ mHmEmSW til elastiske, Umﬂmmbpsmmﬁ af

de givne belastningstilfelde. Lgsningerne proportioneres svarende

Ttil brudstadieberegningens belastningskoefficienter.

(4.4.20), benyttes til dimensio-

iment tages i betragtning.

! For hvert lasttilfzlde er siledes fundet en tilladelig lgsning for

imoment- og designparametrene, der kan anvendes direkte ved optime-

,”nwsmms\ hvori elementets momentfelt anvendes. Optimeres ved samtidig
1 behandling af alle lasttilfzlde bestemmes de uafhangige momentpara-

metre ud fra det enkelte elements maksimale snitkrzfter, og jernare-

M.mHmHum tildeles de maksimale vardier, alle lasttilfazlde betragtede.

Endelig skal nevnes, at en gvreverdilgsning kan findes ved anvendel-
se af samme element, idet blot restriktionerne for flydebetingelser-

se afsnit 7.2.2.
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8.2 Udvidelser af anvendelsesomridde — ST % APPENDIX

Nedenfor skal navnes eksempler pi vasentlige omradder, til hvis 1lgs- |
; ¢ % LINEER PROGRAMMERING

ning det her givne mﬁsnmwmw for anvendelse af linear @HoahmaamwwswmuH
ikke slér til. , . " % Nedenfor navnes de vigtigste egenskaber for den klassiske lineare
. mhomﬁmgsmﬂwbmmlﬂmeww. For beviser og narmere beskrivelse af lgs-

a. Optimering af armeringsretningerne ved skavvinklet armering.

i i i i1 Kiinzi [67.1] og Gass [69.1].
Her kan muligvis med fordel anvendes heltalsvariable, idet ningsalgoritmer henvises ti g

Ved et lineart programmeringsproblem forst&s opgaven at optimere,

der udvalges en razkke mulige armeringsretninger, hvoraf kun .
en vis del tillades indeholdt i den optimale lgsning. “ 7Y nmaksimere eller minimere, et lineart udtryk under hensyntagen til

b. Beregning af delvis forspandte pladekonstruktioner. et antal lineare restriktioner.

Heri sdvel mulighed for behandling af given forspznding som ) W Problemet kan matematisk formuleres ved:
mulighed for optimering af forspandingen, idet kostpriserne ; . i ‘ SN
for blgd armering og forspazndt armering medtages. T optimér =z = SIE i=1, «vo n,
For medtagning af mowmvmnmpsm kan de her benyttede flydebetin- ; ' s 1 . 1 .
gelser (der jo er baserede pa en fiktiv opdeling af pladen i m.h.te  agy%y < by 3= Troeee n My
skiver, hvori krazfterne optages) ikke umiddelbart forventes 5 .2 - : .1
at vare anvendelige. Der mi& udfgres yderligere underspgelser agi¥y ¥ Uu. v k=T e My
for udvikling af anvendelige flydebetingelser. 3" ‘3
aj %X, > by o 1=1, ..o, my
c. Beregning af ribbeafstivede plader.
Beregningen kan muligvis udfgres ved inddeling i rene plade- og . %. > 0 ) .
elementer og "bjalke"-elementer, der kan optage bade bgjining = . il
og vridning. Ummﬂams md anvendes mwmnwmwwm,mpwmmvmwwummpmmﬂ ” Forudsat rangen af MM er m, og at m, < 7 kan lighedsrestrik-

i disse "bjalke"-elementer. En behandling mw plader med kant- - tionerne benyttes til at eliminere BN variable. Idet endvidere

bjelker er givet af McNeice [69.8]. mw.x > by = - mWHxH .- UH.~ og da min(eyx,) = - BmxAlowaV kan et-
) i%i = - . .
hvert lineart programmeringsproblem som (A.1) generelt omskrives
til: :
maksimér z = ST i=1, ..o , N
. = oo (a.2)
m.h.t. muwxw < Uu j 1, , M
og .xH >0
Ved indfgrelse af m s&kaldte slack-variable, %u , kan (A.2) formu-
leres:
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maksimér z = c;x; i=1, «.. + n ﬁb.w.q?
m.h.t. ag ¥y +*yy = Uu j=1, ... , m . Awuummww
og %20 5 y; 20 Ab.uwWX

et linee:rt wﬁomﬁmagmﬂwﬁqmv
problen, et L.P.-problem. kaldes problemets kostko-:
z .kaldes objektfunktionen eller kostfunktionen og:

Dette er den almindelige mostHmHH:m af
own<mH&Hmem
efficienter,
(A.3.2-3) benavnes restriktionerne.

Sadfremt lgsningsmengden til (A.3:2-3) ikke er tom f&s altid en' op-
timal lgsning af 2z . Denne kan enten vare endelig eller ubegranset.
Er den endelig f8s altid et entydigt optimum. Den tilhgrende.opti-

male lgsningsvektor, x. , er da ogsé&, med visse undtagelser, enty-

i
dig. I det fglgende forudsattes, at lgsningsmengden til (A.3.2-3)
ikke er tom.

S&fremt b. , m kan LP-problemet, lgses

i (A.3.1-3),
ved Simplex-algoritmen, der blev udviklet af G.B.Dantzig i 1948. I
dette tilfzlde er x; = 0 og %u = vu nemlig en lgsning til
(A.3.2-3) og kan benyttes som startverdi. Algoritmen regner sig
herudfra pd rationel midde frem til den optimale lgsning i et ende-

ligt antal skridt.

>0, 3=1, ...

Er kravet Uu >0 ikke omeHmﬁ md en lgsning til (A.3.2-3) bestem-
mes f@gr anvendelse af Simplex-algoritmen.
Variable, der kan antage negative verdier kan omwm behandles, idet

variabeltransformationer som:

=
x4 Xy + Xio (A.4)
hvox X, ©r sdledes valgt, at xw > 0, eller
[ [ . [] u
X; - X =%, § X >0 og xj> 0 (A.5)

bringer problemet over i &t med ikke—negative variable.

b. Gzlder der for de to LP-problemer, at c; 20

- 169 -

YDualitet

Til enhver maksimeringsopgave, som (A.3.1-3), kaldet den primale

mowmm<m. eksisterer en minimeringsopgave, kaldet den duale opgave,

#og omvendt.

Det til (A.3.1-3) hgrende duale LP-problem er:

minimér w = Uu%u j=1, «e. , M (A.6.1)
= i = .6.2

m.h.t. mpu%u + Xy ey i 1, «ve o+ (A.6.2)
X, 20 5 y; 20 (A.6.3)

{ For disse problemer galder:

{a. Har det ene problem ingen lgsningsmengde er Hsmb»vmmbvdww det

andet ubegraznset og omvendt.

og

cu > 0 da er lgsningerne for de to problemer sammenfaldende.
Specielt vil dette sige at s&fremt dét primale problem (A.3.1-3) har

c. > 0 , da kan dette HSmmm,<mm lgsning af mm#,ﬁwwrﬂﬂmbmm duale

i =

”wﬁovpma\ (A.6.1-3). Lgsningsvektoren for det primale LP-problem
i findes af det duale problems lgsningsvektor, %u ’
il (A.6.2). i

ved indsettelse
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