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Resumé

Denne rapport omhandler teoretisk bzreevnebestemmelse for pri-
mert todimensionale brudtyper, plan deformationstilstand eller
rotationssymmetrisk tilstand, med ikke homogene spaendingstil-
stande. Materialet er oftest beton, men ogs& murvark er under-
sggt. Endvidere er stremningen i siloer behandlet, Behandlingen
sker ved hj=lp af plasticitetsteorien. Som flydebetingelse er
for alle materialerne anvendt Coulomb's modificerede brudbe-

tingelse.

Rapporten indledes med en generel, teoretisk del, hvori savel
enkelte flydelinjer som sliplinjefelter behandles.

Den naste del er anvendelser af teorien. Fzlles for en del af
eksemplerne er forskellige former for udpresning: Bzreevnen
afhznger af nogle ydre geometriske fastholdelser, der ger tryk-
ket i det indre storre end ved randene. Ved bruddet bevaeges

materialet mod randene.

Den sidste del af rapporten tager nogle af de materialemassige
forudsatninger op til revision. Deres inaflydelse Pa& bzreevnen
undersoges, iszr med henblik pi at finde modifikationer til
pPlasticitetsteorien, som ger den anvendelig, ogsid nar ikke alle
dens forudsatninger er opfyldt.

Summarz

In this report theoretical carrying capacities are found for
two-dimensional problems, plane strain or rotational symmetri-
cal situations, with none homogenious stress distributions.
The material is most often concrete. However, brickwork and
the flow in silo bins and hoppers are also treated. The cal-
culations follow the theory of plasticity with Coulomb's
modified yield condition.

The first part of the report is general and theoretical and
deals with single yield lines as well as yield zones.

The second part contains applications of the theory. Some of
the problems have in common that a mass is being pressed out.
The carrying capacity thus depends on some geometrical limita-
tions which create a greater pressure in the internal of the
mass than near the free surfaces. When vielding the material
moves against the edges.

In the last part of the report some of the assumptions concer-
ning the material are being revised. Their influence on the
carrying capacity is examinated especially in attempt to find
modifications to the theory of plasticity which make it usable
also when some of its assumptions are not fulfilled.
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1. Indledning

Bereevnebestemmelser sker traditionelt pa grundlag af enten
elasticitetsteorien eller plasticitetsteorien. Valget er
truffet, som det skennedes mest rimeligt eller hensigts-
messigt. Denne rapport handler om bareevnebestemmelse ved
bhj=lp af plasticitetsteorien. Her skal navnes nogle.fordele
og ulemper ved denne.

For at kunne bestemme en bareevne ved hj=lp af plasticitets-
teorien kraves der kun kendskab til de materialeparametre, der

er primazre i denne henseende, nemlig "brudspandingerne”. Andre
steorrelser, der har en mindre indflydelse, f.eks. de elastiske
begyndelsesstivheder, indgdr ikke i beregningerne. Hermed stilles
altsd det mindst mulige krav til m3linger pa det materiale, der

anvendes.

Plasticitetgteorien er generel, idet den kan give svar pa mange
forskellige bzreevneproblemer, ogs& problemer med f.eks. en kom-

pliceret geometri.

Plasticitetsteorien kan anvendes meget fleksibelt afhangigt af
den aktuelle opgave. Mens der ved andre bareevneberegningsmetoder
principielt kun kendes "den rigtige lesning", giver plasticitets-
teorien mulighed for beregning af tilnazrmede lesninger p& bade
den sikre og den usikre side. Hermed er det muligt at afpasse
beregningsindsatsen efter behovet for nejagtighed pa resultatet.
I tilfelde, hvor der kun er behov for et groft sken af bareevnen,
er det altsa muligt at opnd dette uden et meget stort arbejde.

Plasticitetsteorien er rationel og overskuelig. Den bygger pa et
klart sat af forudsatniﬁger om materialernes og helastningens
virkemade. Ved uoverensstemmelser mellem teoriens forudsigelser
og virkeligheden er det derfor let at forklare disse og indfere
korrektioner i beregningerne.

Der er naturligvis ogsa ulemper ved plasticitetsteorien. Disse er
forst og fremmest, at teorien stiller krav om nogle bestemte egen-
skaber hos de materialer, der indgar. Visse materialer, f.eks.
"beton, er ret langt fra at opfylde disse plasticitetskrav, mens
andre, f.eks. stal og jord, opfylder kravene i hejere gfad.'Det
har dog vist sig, at teorien kan benyttes alligevel med godt re-
sultat, nar der indferes passende modifikationer af materialernes
egenskaber.



En anden ulempe ved plasticitetsteorien i sin simpléste form er,
at den kun finder bareevnen af en konstruktion, mens dennes de~-
formationer ikke be$temmes. Heraf felger ogsad, at konstruktioner,
hvis bzreevne er starkt afh@ngig af deres deformationer, 1kke

kan behandles. Dette gazlder geometriske stabilitetsproblemer, dvs.
problemer, hvor konstruktionens deformationer kan blive "store”
ved et bestemt lastniveau, uden at spzndingerne nedvendigvis har
ndet brudspmndingerne. Det galder ogsd shake down-problemer, hvor
en last veksler mange gange mellem to niveauer evt. med hver sit
fortegn. Her kan de begransede flydninger, der fas ved hver enkelt
lastpaforsel, tilsammen give en ubegranset deformation, uden at
konstruktionens engangs-bareevne nogen sinde har varet pafert.

I praksis anvendes plasticitetsteorien pa flere forskellige mader.

Den anvendes naturligvis p& tilfelde, hvor den eksakte teoretiske
lasning pa& problemet er fundet, og hvor denne kan udtrykkes i
simple formler til handregning. Der findes adskllllge af denne
slags tilf=lde,

Teorien anvendes ogsd i situationer, hvor den eksakte lesning 1kke

er kendt, enten fordi det ikke er lykkedes at finde den, eller ford1

beregningerne ville blive =i lange, s& det synes rimeligere at an-

vende en simplere lesning med en vis unajagtlghed En sadan simplere

(teknisk) lesning kan reprasentere den korrekte l@sning pa et pro-
blem med en lidt andret geometrl, eller den kan vare lesningen be-
regnet pd basis af et bestemt udvalgt "kritisk snit".

Endelig anvendes plasticitetsteorien til opbygning af systematiske,
numeriske. EDB-metoder, elementmetoder. Her opnéds en tilnzrmelse til
den teoretisk korrekte lesning, hvor fejlen afhanger af antallet af

elementer i beregningen. Fejlen kan principielt reduceres vilkarligt

ved at forege elementantallet.

Hovedinteressen i denne afhandling ligger mellem den ferste og den
anden af disse anvendelser.

Coulomb-materialer er materialer, som felger Coulomb's flydebetingel~
se. Denne blev forst anvendt for jord, hvor den bruges til vurdering

af skranters stabilitet, trykket pd stettevagge og bereevnen af
fundamenter. Betingelsen bruges ogsa for andre granulare medier,

f.eks. i siloer eller p3 andre opbevaringssteder. Et specialtilfzlde

af betingelsen er Tresea's flydebetingelse, der kan bruges for
stdl. Som den nyeste anvendelse bruges Coulomb's flydebetingelse
nu ogsa for beton. De fleste af afhandlingens eksempler er for

dette materiale.

Sliplinjefelter er et matematisk varktej, som er kendt fra geo-
teknikken. Det kan beskrives som en todimensional anvendelse af
f.eks. Coulomb's flydebetingelse ved varierende spendingstilstande.
Sliplinjefelterne er her anvendt til lesning af nogle bareevne-
problemer for betonkonstruktioner.

I almindelig projekteringspraksis er sliplinjefelterne nok for
uhandterlige til at blive benyttet. De kan dog anvendes til at
finde og justere simplere, tilnzrmede lesninger og til at kon-
trollere EDB-beregningsmetoder. Det har endvidere almindelig
forskningsmessig interesse, at metoderne, som er kendt fra geo-
teknikken, ogsa kan anvendes inden for bygningsingenierens ar-
bejdsomridde, samt at opbygge en vis mazngde af principielt kendte

losninger.



2. PLASTICITETSTEORI

Plasticitetsteorien er det teoretiske grundlag for "brud-
beregninger", dvs. beregninger, hvor bzreevnen ved engangs-
belastning af en konstruktion bestemmes udelukkende ved
betragtning af spe&ndingerne ved brud og tillzgsdeformatio=-
nerne ved bruddet. Der ses altsd bort fra belastningshisto-
riens-indflydelse og fra indflydelsen af deformationerne for
bruddet. De omrader af konstruktionen, hvor der ikke er brud,
antages heller ikke at have indflydelse p& bzreevnen.

Forudsatningen for, at disse beregninger rigtigt anvendt
giver den korrekte b®reevne af statisk ubestemte konstruk-
tioner, er, at de indgaende materialer er idealt plastiske.

.Betingelserne for det idealt plastiske materiale opbygges

ud fra det virtuelle arbejdes princip. Der skal vare givet et
set spandinger ¢ og tilhorende tejninger ¢ , s& deres skalare
produkt er lig med det indre virtuelle arbejde ved en defor-
mation. Materialets styrke beskrives nu ved en funktion af
spandingernes ejeblikkelige vardier og nogle materialekonstan-
ter, f{o}, hvor uligheden £(%) < 0 beskriver de mulige span-
dingstilstande, Ligningen f(o) = 0 bestemmer en (hypef—)flade
i spandingsrummet, den sakaldte flydeflade, som forudszttes
konveks. Flydebetingelsen siger da, at der kun kan forekomme
plastiske deformationer, hvis spandingspunktet ligger pa

- flydefladen.

Ikke alle deformationer kan dog forekomme svarende til et
bestemt spandingspunkt. De mulige deformationer fastlzgges af
den sakaldte flydelov. En vigtig flydelov er den associerede
flydelov, ogsd kaldet normalitetsbetingelsen, som siger, at
de plastiske tejningstilvakster skal vare et positivt tal
gange flydefladens udadrettede normalvektor i det aktuelle

spandingspunkt, dvs.

st = 2Ele)

s 30

f A 20

Disse vilkarligt store deformationer skal kunne ske, uden at

spzndingerne andrer sig.

For at nd frem til de praktiske anvendelser af teorien
gares ofte endnu en forudsetning, som kan opstilles pa to
forskellige mader, pa materialeniveau eller pd konstruk-
tionsniveau. I det foerste tilfazlde forudsazttes materialet
at vare stift- plastisk, dvs. at det slet ikke kan defor-
meres, for det flyder. I det andet tilfalde findes der
elastiske deformationer, men de antages at vere s& sma,

at ligevegtsligningerne ved flydebruddets start kan opstil-
les i det udeformerede system.

Da stift-plastiske materialer ikke findes, er ingen af for-
udsatningerne opfyldte, men de reprasenterer to mader, hvor-
pad det siges, at de elastiske deformationer kan negligeres

i forhold til de plastiske. Heraf felger, at elastiske stabi-
litetssvigt ikke behandles.

Med en af de to forudsatninger kan man for en konstruktion
bestaende af et eller flere plastiske materialer med de asso-
cierende flydelove vise de tre flydelastsatninger, evrevardi-
satningen, nedreverdisztningen og entydighedss=tningen, som
bl.a. udtrykker, at konstruktionen vil gere "s& stor modstand
som muligt" mod de paferte belastninger og deformationer.

Flydelasten defineres som den pogitive faktor, man skal mul-
tiplicere et givet sat belastninger med, for at deformationerne
kan eges, uden at belastningen wges. Bareevnen regnes herved
for udtemt (ndet). Belastningen skal piferes som proportionalt
voksende belastning, Der kan dog vare yderligere en konstant
belastning (f.eks egenvagt). Det md da forudssttes, at kon-
struktionen ikke er i flydning ved belastningens start.

@vreverdisztningen

Ved den specifikke dissipation forstéds det maksimale indre

arbejde for en given deformation, dvs,

_ ma

[+

ae® XFeT) , £(@) <0

Den totale dissipation f£as ved at integrere dette over konstruk-

tionen:

D = f aav
v



En mekanisme er et flytningsfelt, som overholder de geometriske
randbetingelser og eventuelle betingelser pa de tilherende tej-
ninger, f.eks. usammentrykkelighed. For en given mekanisme be-

regnes den totale dissipation D og de ydre krafters arbejde Ay.
Ovrevardisaztningen siger nu, at den verdi af belastningen, der

fas ved at sztte D lig med Ay, ligger pa den usikre side eller

er 1ig med konstruktionens bazreevne.

Nedreverdisatningen

En spandingsfordeling, som overalt opfylder ligevegtsligningerne
og de statiske randbetingelser, kaldes en statisk tilladelig
spendingsfordeling.

En spazndingsfordeling, for hvilken flydebetingelsen intet sted
i konstrdktionen er overskredet,kaldes en sikker spandingsfor-
deling.

Nedrevardis=tningen siger, -at en verdi af belastningen, for
hvilken der overalt i konstruktionen kan angives en sikker,
statisk tilladelig spandingsfordeling, ikke er sterre end kon-
struktionens bmreevne. Den giver saledes en verdi p& den sikre
side,

Entydighedssztningen .

Entydighedssafningen siger, at hvis konstruktionen har en bere-
evne, si er denne eﬁtydigt bestemt af geometrien og de plastiske
egenskaber. Den er lig med den sterste nedrevardi og den mindste
ovrevaerdi.

Det interessante heri er, at konstruktionens bareevne er uafhangig

af elastiske deformationer, egenspeEndinger m.v.

Selv om konstruktionens bzreevne sdledes er entydigt bestemt, er
dens spendinger og flytninger det dog ikke nedvendigvis overalt,
Det kan imidlertid vises, at pi steder, hvor der i alle til den
korrekte lesning herende mekanismer er plastiske tejninger for-
skellige fra nul, er spandingerne entydigt bestemt. Har man fun-
. det en korrekt lesning pa et problem, vil de fundne spandinger
altsd ogsd vare de korrekte i de omrader, hvor der nedvendigvis
er plastiske tejninger. Disse "hardest belastede" steder er de
"kritiske snit™ i konstruktionen.

Hvis man har fundet en nedrevardilesning pa et problem og
mener, at lesningen giver den korrekte bazreevne, er det til-
strekkeligt for at vise dette at pavise, at der findes en
mekanisme, der svarer til de fundne spazndinger. Dissipationen
ma intet sted i konstruktionen vare negativ, og de ydre krafter
skal udfere et positivt arbejde. @vrevardiberegningen for

denne mekanisme bliver da blot det virtuelle arbejdes princip
for de fundne sikre og statisk tilladelige spandinger, og den
giver derfor den allerede fundne bzreevne., Da denne siledes
bade er en evre- og nedrevardi, er den lig med den korrekte

bzreevne.

"En konstruktion bestér af en sammenbygning af flere materialer

med en given geometri. Det er ofte onskeligt at udtrykke dens
bzreevne ved nogle andre parametre end de grundliggende span-
dinger, f.eks. snitkrefter. Hvis alle de indgiende materialer
er idealt plastiske og folger den associerede flydelov, vil
dette ogsd galde for den flydeflade, 'der fis ved at udtrykke
bzreevnen i de afledte snitkrzfter. Man kan med andre ord fore-
tage beregningerne pa det niveau, man selv eonsker; de generelle
metoder, man kan anvende, vil vare nejagtig de samme.



3. Coulomb-materialer.

Coulomb-materialer er opkaldt efter den franske ingenier
C.A. Coulomb [1773], som antog, at forskydningsspandingen 1
i et brudsnit var en line®r funktion af normalspandingen o, dvs.

It} = ¢ - ostang (3.1)

hvor cohesionen ¢ og friktionsvinklen ¢ er materialekonstanter.

Da normalspzndinger her regnes positive som trazk, og forskyd- (05.0)
ningsbzreevnen vokser med trykket, er der et minus pd det sid-
ste led i (3.1).

P4 figur 3.1 er i Mohr's ct-plan indtegnet de to linjer givet
ved (3.1). P& figuren er ogsa indtegnet en cirkel reprazsente-
rende spandingstilstanden i et punkt i flydning. Ifslge flyde-
betingelsen skal cirklen tangere linjerne. Idet hovedspandingerne

er prioriteret s, > @, > a5, ses det, at cirklen er bestemt af

6, 09 o3 Ved projektion pa en radius vinkelret p& en af lin-
jerne med ligning (3.7) fas’
Figur 3.1 Coulombs flydebetingelse i Mohr's plan.

01~U g,ta
5 = ¢ cosy - —3 sing o
0—3‘*
1+sin _ _ _2cos (ccoty,ccoty)
T=8ine °1 ~ 93 ~ T=sing © ~ 0 -
ko -0, £, =0 (3.2) (-f..0)
’0'1
hvor vi har. indfert
_ Itsine _ 2T 4 @y o (J¥sing ., COS¢ |
k = 1-s1n¢ tan (4 + 2) ( coSe ) (1-51n¢) (3.3)
- 2c cosg _ = ‘
£ —11__simp 2/k ¢ (3.4)
feo er den enaksede trykstyrke.
P& figur 3.2 er indtegnet linjen svarende til (3.2) og den dermed
symmetriske linje ved ombytning af g, 09 d,. I det tredimensio-

nale o4, o5, ogy-rum bliver flydefladen en sekssidet pyramide med

spidsen i aq = oy = a4 =¢C cote som vist pa figur 3.3,
Figur 3.2 Coulombs flydebetingelse i hovedspazndingsplanen,



l\

Figur 3.3 Coulombs flydebetingelse i det tredimensionale
‘ hovedspandingsrum,

Det fremgdr af figur 3.2, at den en%ksede trzkstyrke er

7?, og den treaksede trakstyrke er EgT. Mange materialer har
ikke en s& stor trakstyrke, og spidsen afsk=zres da pa figur 3.2
af linjerne

o9 - ft =0 (3.5)

og den tilsvarende symmetriske. Det herved fremkomne materiale
kaldes et modificeret Coulomb-materiale., Modifikationen medferer,
at figur 3.1 @=ndres til figur 3.4, hvor spidsen er erstattet af
en cirkéibue gennem (ft' 0). I den tredimensionale afbildning

fas en afskering med yderligere tre planer, se figur 3.6.

Hvis spazndingspunktet ligger pa den ved (3.2) givne linje,f&s
tejningerne

£q = kx1,e2 = 0, €q = “hqr Mg o] (3.6)

Ved trakbruddet fas

eq = A2,52 ey = o, Ag> o] (3.7)

I de to tilf=lde haves henholdsvis

Deformation er altsd kun mulig, hvis

Le

2 sing (3.8)
zle]

Felgende udtryk for den specifikke dissipation viser sig at galde
i begge tilf=zlde:

d

H

1.0 zle| - uze) (3.9)

+

£,
A= 1=(k=1) == ; u = 1-(k+1)

{3.10)
fC c

"
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Figur 3.4 Coulombs modificerede flydebetingelse i Mohr's plan.

Figur 3.6 Coulombs modificerede flydebetingelse i det tre-
dimensionale hovedspandingsrum.

o34

_T(ft'ft)

>
0,
(ft Ky -f.)

(0,-fc)

Figur 3.5 Coulombs modificerede flydebetingelse i hoved-
spazndingsplanen.



Om deformationerne i det "zgte" Coulomb-materiale, dvs. hvor
trekstyrken ikke har indflydelse, ses af (3.6), at

R I (3.11)

Dette medferer, at langdetejningen bliver nul i de retninger,
der danner vinklerne x(% + %) med ferste hovedretning. Disse .
retninger er netop de snit, hvor ‘spzndingerne opfylder Coulombs
brudbetingelse (3.1), s& disse brudretninger har altsi netop
den egenskab, at deres lengdetejning ved en plastisk deformation
er nul.

En lettelse ved den praktiske beregning af dissipationen skal
omtales hér.

Hvis friktionsvinklen ¢ er starre end nul, vil materialet ud-
vide sig ved en plastisk deformation. Volumenudvidelsen pr.
volumenenhed, dilatationen, er summen af hovedtejningerne

+

v = (3.12)

E.l E2 53
For det =gte Coulomb-materiale kan dissipationen ved hjzlp af

(3.6), {3.9) og (3.10) udtrykkes ved av:
a = sy (3.13)

Da den specifikke dissipation siledes er proportional med dila-
tationen, er det nemt at beregne den totale dissipation i et
omrade, hvis flytningerne her er kendte; den er

D = av : (3.14)

hvor AV er den totale volumenudvidelse ved deformationen. AV kan
beregnes direkte af flytningerne af omridets rande. Formlerne
{3.13) og (3.14) galder kun for 2gte Coulomb-materialer. For det
modificerede Coulomb-materiale er hejresiden sterre end venstre-
siden, og formlerne ville derfor give for store verdier. Generelt
galder

< fC (3.15)

hvis tejningerne kan f& bidrag fra bade (3.6) og (3.7).

Flytningsdiskontinuitetslinjer

ved beregninger af plane konstruktioner efter plasticitetsteorien
anvendes ofte flytningsdiskontinuitetslinjer, de sakaldte flyde-
linjer. En flydelinje kan beskrives saledes: Omkring flydelinjen
l=gges en strimmel af bredden A. Uden for denne strimmel er
tejningerne nul, men den ene del translateres som et stift legeme
i forhold til den anden. Flytningsdiskontinuiteten beskrives

ved dens sterrelse § > 0 og dens vinkel med stribens langderet-
ning &, positiv som en fjernelse af de to dele fra hinanden, Der
antages en homogen tejningstilstand i striben, som i det pi

figur 3.7 viste tn-koordinatsystem er

oo

sine % Tht =.% % CoSa (3.16)

Det ses ved afbildning i Mohr's plan for tejninger pa figur 3.8,
at vinklen fra ferste hoved- (trak-)twejning til flydelinjens
normal er %(% - &), dvs. at forste hovedtesjningsretning halverer
vinklen mellem flytningsretningen og den flydelinjenormal, som

peger ind i det legeme, hvis relative flytning angives. Hoved-

tejningerne fas af Mohr's plan:

3 P
e, = 5=(sina.+ 1) > 0
! 2 (3.17)

s b icine - 0
€y T 2A(s;nu 1) <
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't

{5 BURERRE R .

Y

iy

Figur 3.7 Flytninger ved en flytningsdiskontinuitetslinje.

(En""Ytn)

(Eé.O) | (Eﬁ,O) e

(Ef:Ytn)
\{

Figur 3.8 Tejninger ved en flytningsdiskontinuitetslinje.
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Den specifikke dissipation kan nu findes ved indsmttelse i

(3.9). Idet der samtidig integreres over strimlens bredde fas

£
K

a4, =50 - u sina) (3.18)

Betingelsen (3.8) bliver her til kravet, at & R

Ved tredimensionale konstruktioner kan flytningsdiskontinuitets-
flader anvendes p& analog made, Strimlen bliver her et tyndt
lag af bredden 4. Da 4 er lille i forhold til alle l=ngder i
konstruktionen, vil der i laget overalt vare plan deformations-

tilstand i en plan udspandt af flytningsdiskontinuitetsvektoren
og flytningsdiskontinuitetsfladens normal. Det udtryk for dissi-
pationen, der gazlder ved plan deformationstilstand, gzlder derfor
ogsa her.
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4. Ligevegt i plan tilstand.

I dette kapitel betragfes et mere generelt sakaldt Mohr-
materiale, dvs. et materiale, hvis flydebetingelse kan angives
som en konveks kurve i Mohr's plan for spzndinger, den i
litteraturen omtalte "Mohr's indhyllingskurve® (eng. envelope).
Kurven beskrives her ved funkticnen r = r(s) , hvor s er koor—
dinaten til centrum for Mohr's cirkel, positiv som tryk,0og r er
radius i den cirkel, som tangerer flydekurven, se figur 4.1.

Det modificerede Coulomb materiale er et specialtilfzlde heraf,
nemlig
ro= c cosp + s‘sin s > ELEQEE—:—EE
® $. = 1 ~ sing
(4.1)
£ 4+, Cc0se = fr
t " T = "sing = " - t
‘Der betragtes en plan tilstand, og flydebetingelsen givet i de

to hovedspandinger fremgdr af figur 4.2,

Da kurven pd figur 4.1 skal vare konveks, skal det galde, at
frr(s)| =1 (4.2)

Dette medferer, at kurven pd figur 4.2 overalt har tangenter,
som enten er parallelle med en af akserne eller har en positiv
hazldningskoefficient.

Til beskrivelse af spendingerne i et punkt indferes nu retnings-
vinklen for ferste hovedspzndingsretning ¢ og forholdet g mellem
radius af den aktuelle Mohr'ske cirkel og r. Spandingerne kan

nu skrives

9y = = 8 + r8 cos2é
°y = - 85 ~rg cos29 (4.3)
Txy = rg sin2e

hvor s, o og B er funktioner af x og y.
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Figur 4.1 Flydebetingelse for et Mohr-materiale i Mohr's plan.

AQ,

(-s-r,-s+r)

(-5,~s)

("s"'rp_s-;r’

Figur 4.2 Flydebetingelse for et Mohr-materiale i hovedspen-

dingsplanen.
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Om 8 gzlder
058 <1 : ikke flydning
8 = 1 ; flydning (4.4)
B > 1 ¢ umuligt

Volumenlasten heskrives ved dens komposanter i x-
Ty 99 Ty+ Ligevagtsligningerne lyder:

©g y—- retningen,

an aTx
oy ettt =0
y
2o aT
Ei
v " y

Heri indsattes (4.3);:

(=1+x'g cosZa)sx-Zre sin2e ex+rsx cos2e

It
o

+r's sin2e s +2r i
v 8 cos2e @y+rsy Sln29+yx (4.5)

(-1-r'g cos2e)s_+2rs sin2s & -r
v y By cos2e

+r! 3 r : =
r'g sinze sx+2rs cos26 ex+rsx sm2®+yy =0 (4.6)

Her betyder index x henholdsvis y Pad s, o eller g partiel diffe-
rentiation med hensyn til x henholdsvis Y- ‘

Der indferes vinklen ¢ gennem ligningen

sing = r'sg (4.7)

For 8 = 1, dvs~ ved flydning,er denne vinkel lig med haldnings-
vinklen for flydekurven i Mohr's plan, dvs. friktionsvinklen,
der for et Mohr-materiale kan variere med trykniveauet,

Hvis 8 antages kendt, haves nu to partielle differentialligninger
til bestemmelse af s og o, dvs., til at finde spendingerne. Hvis
]r'3|< 1, udger de et hyperbolsk partielt differentiallignings~-

system. Det har karakteristikretningsvinklerne o - % - % og
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e + % + % , Som benzvnes henholdsvis ferste eller a-linjeret-

ningen og anden eller b-linjeretningen.

ved multiplikation af (4.5) med sin(e + % + %) og af (4.6) med

~cos (e + % + %) og addition f&s

cosSy S + 2r9821 = rsn1 + vy

21 n2

Her angiver index projektionsretning, for s, e og & af gradien-
ten, for y af vektoren (yx, yy). Retninggvinklerne er vist pa
figur 4.3. P4 tilsvarende made fas ved multiplikation af (4.5)
med sin(e - % - %) og af (4.6) med —cos(e - T- %) og addition

COSY 5y~ 2080, 5 = IBot Yy

Venstresiderne i hver af disse to ligninger angiver kun afledede
i retning af én karakteristik, dvs. at variaticnen kan skrives

i

cose ds 4+ 2rs de (rsn1+ ynz)dl1 léngs en a~-linje
(4.8)

cose ds - 2rg de = (r8n2+7n1)d12 langs en b-linje

Hvis 8 = 1 langs en karakteristik , er karakteristikretningen
ogsa retningen af det snit, langs hvilket den Mohr'ske flyde-
betingelse pad (o,t) er opfyldt. Karakteristikken er da en sakaldt
sliplinje. Langs‘en sliplinje er der mulighed for plastiske de-

formationer.

Hvordan kan B variere i omegnen af en sliplinje? Det antages ferst,
at sliplinjen ikke er en spmndingsdiskontinuitetslinje. Omkring et
stykke af sliplinjen indlagyges et xy-koordinatsystem med y-aksen
parallel med sliplinjen, se’figur 4.4. Spandingerne 1 et punkt

pa sliplinjen afbildes i Mohr's plan.?unktet(ox,'rxy)ligger pa flyde-
kurven. Txy skal vere kontinuert over sliplinjen. Da sliplinjen

ikxke er en spendingsdiskontinuitetslinje, er ogsa o kontinuert

over sliplinjen,
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io-%- 3
12:6+~T7E+%)-
n1:9+14-.%
n, 9-%+%

Figur 4.3 Retninger af karakteristikker ©g normaler.

4

sliplinje

‘Pcr

%\
R
»x (Cg:ixy)

vt

Figur 4.4 Variation af g omkring en sliplinje, som ikke er en
spendingsdiskontinuitetslinje.
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o on

sliplinje

yr&x Ty

Ve

Figur 4.5 Variation af g omkring en-s;iplinje,som ogsa er en
spendingsdiskontinuitetslinje.

\&/
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T 3a
Heraf folger, at deres afledede med hensyn til vy, 7r§z og 772’
: y

ogsa m& vare kontinuerte over sliplinjen. Antages det nu, at
0gs& rumvagten (yx, yy) er kontinuert over sliplinjen, hvilket
er en betingelse for anvendelsen af (4.8), ses af ligevagts-
ligningerne

9o T

ax + _?Ez Frg=0
X y

3o at

TFX + —EEX + vy, =0
y x Y

3g
X

eT
at og ~3§z ogsa md vare kontinuerte over sliplinjen.
' ¥ X ag 9T

Afsattes vektoren ( a—" ' -—B—XX ) vd fra punktet (o, Ty
Mohr's plan, figur 4.iﬁ ses éet, at denne vektor enten ma vare

nulvektoren eller en tangentvektor til flydekurven i

T8
X

(va Txy)r
thi ellers vil spandingspunktet (ax, Txy) P& en af sliplinjens

sider ligge uden for flydekurven. Dette medferer, at g ikke kan
aftage proportiogalt med afstanden‘til sliplinjen pad nogen side
af den, dvs. at si = 0 i punkter p& sliplinjen. ’
Sliplinjen kan i et specielt tilfalde vare en spandingsdiskonti-
nuitetslinje. Tegnes de to cirkler i Mohr's plan, der reprasen-
‘terer spazndingerne pi hver side af sliplinjen, skal det punkt,
der reprasenterer spandingerne pa sliplinjen,ligge pi begge
cirkler og pa den konvekse flydekurve. ba cirklerne ikke ma

skare flydekurven, er dette kun muligt, ved at de to cirkler,

af hvilke den ene skal ligge inden i den anden, tangerer hinanden
og flydekurven i et punkt pa o-aksen, se figur 4.5. Hertil kraves
altsd af flydekurven, at den skzrer g-aksen med lodret tangent,
og ‘at den her har en krummningsradius, der er forgkellig fra nul.
I dette tilfelde er det tilstrakkeligt at se pa den ene ligevegts-
ligning

3c 3T

X4 2, vo =0
] F] X

X Y
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3o

. s X
Som fwor medferer kontinuitet i y_ og =< over linjen, at :
* Xy g X

m& vaere kontinuert over linjen, Ligeledes indses, at

ma
x
vare nul, da flydebetingelsen ellers overskri?es pa den ene

. . 88 . .
side af sliplinjen, s& ogs& her gzlder altsa 3; = 0 pd slip
linjen.

De i karakteristikligningerne indgdende sterrelser Bat1 99 Bho

‘'ma da begge vare nul langs sliplinjer, s& her reduceres karak-

teristikligningerne (4.8) altsa til sliplinjeligningerne

dl

cose ds + 2rde Yn2 1 langs en a-sliplinje

(4.9)

&

cose ds - 2rde Y dl, langs en b-sliplinje

nl

Her beskriver r = r(s) som nzvnt flydefladen, jvf. figur 4.1
og 4.2, og ¢ er indfert gennem ligningen

sin¢ = r° (4.10)
Det bemzrkes, at (4.9) er de samme ligninger som dem, man far
ved at forudsatte flydebetingelsen opfyldt overalt i et omrade
med en endelig udstrazkning i flere retninger, et sliplinjefelt.
For et Coulomb-materiale kaldes de K&tter's ligninger. Hermed

er altsa vist, at ligningerne gzlder uendret, selv om der even-
tuelt ikke er flydning i punkter uden for den betragtede flyde-

linje.

Tejninger

Flydekurven for o4 > a9, pa figur 4.2 har parameterfremstillingen
(01, c2) = (-g+yr, =-s-r)

Kurvens hzldningskoefficient er

g 1

2 _ =1=r' _ 1+sing
YT T7¥rY T T-8ing

O‘1 -
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Ifelge normalitetsbetingelsen skal hovedtejningerne derfor
opfylde

E1='%§53>°
Lengdeteiningen af sliplinjeretningerne, som ifelge figur 4.3
danner vinklerne i(% + %) med ferste hovedretning, findes heraf
at vere nul. Sliplinjerne far hermed betydning for tejningsmulig-
hederne, idet der kun er mulighed for tejningsfelter, hvor slip-
linjerne intet sted andrer langde.

Tejningerne skal dog ogs& have sadanne fortegn, at digsipation
overalt bliver positiv. Geometrisk betyder dette, at wvinklen
fra en a—}inje til en b-linje formindskes. Hvis g er positiv,
er denne vinkel stump, og det betyder, at der sker en volumen-
forogelse ved deformationen.
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5. Sliplinjefelter

5.1 Indledning

Sliplinjefelter herer til de klassiske teoretiske beregnings-
metoder for geotekniske problemer og for metalbearbejdning ved
valsning og extrudering. Her skal vises, hvordan man arbejder
med disse.

For et umodificeret Coulomb materiale gzlder med betegnelserne
fra kapitel 4

r = s sing + ¢ cosy (5.1.1)
Indferes dette i (4.9), fas sliplinjeligningen

dl - T
ds * 2(s tany + c)de = zo==(v,cos(e ¥ (F - 123))

. ) N
+ v, sinfe 3 (7 - $m (5.1.2)
hvor everste fortegn gazlder for en a-linje og nederste fortegn
for en b-linje. @1 skal regnes med fortegn, som det fremgdr af
figur 4.3. Spzndingerne, som f£as ved inds=zttelse af (5.1.1) i
(4.3), bliver

g, = -s + (s sing + ¢ cosy) cos2e

Uy = -5 — (5 sing.+ ¢ cosyp) cose (5.1.3)
= i + s sinZe

Txy (s siny C cosv)

5.2 Beregning af sliplinjefelter

Spandingerne i et omrade beskrives ved et net af sliplinjer, som
daekker omrddet. Hvert netpunkt, hvor en a-linje og en b-linje
skarer hinanden, karakteriseres ved sin placering (X,y) ,
spendingsniveauet s, og'hovedspandingsretningen o, ialt 4

sterrelser.

Grundberegningen bestar i felgende:
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I to punkter, P1 og P2 r. se figur 5.2.1, kendes spandingerne.

Der enskes fundet et punkt P, 3 » og P, ligger pa sawmme
a-linje, og P og P, 1ligger pi samme b-linje. Til bestemmelse

af P haves fire ligninger, nemlig en a-sliplinjeligning langs
P1P., en b~sliplinjeligning langs PZP‘ ; samt de to betingelser,
at retningen fra P1 til P skal vere retningen af en a-linje,

og at retningen fra P2 til P skal vare retningen af en b-linje.
Da P netop beskrives ved fire sterrelser, kan ligningerne leses
og P findes.

Da (5.7.2) er en differentialligning, skal Pie P, o9 P naturlid—
vis vere infinitesimalt tatliggende, men erstattes differentialerne
ds og de med differenserne 4s og o, og dl' med afstanden
mellem punkterne,og indsattes i stedet for

*,
Py

Figur 5.2.1 Grundberegningen i et sliplinjefelt.

v4

—P» X

B

—» X

Figur 5,2.2 Ferste begyndelsesverdiproblem .
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P x

Figur 5.2,3 Andet begyndelsesvardiproblem.

$ 0g o gennemsnittet af verdierne ved endepunkterne, og bruges
endelig den geometriske betingelse, at retningen af linjestykker-
ne PP og PP skal svare til gennemsnits—o-vardierne af
endepunktsverdierne, f&s en numerisk lesningsmetode, som kon~
vergerer mod den korrekte lesning. Metodens numeriske feijl er
proportionale med kvadratet pa skridtlzngden.

V@d‘ét anvende denne metode kan man finde spmndingerne i et omrade
ud fra visse betingelser langs omrddets rand, Man skelner mellem

tre begyndelsesvardiproblemer.

Ved det ferste begyndelsesvardiproblem kendes alle spandingskom-

posanter lanys en kurve AB i xy-planen, se figur 5.2.2. Ved
successivt at benytte den omtalte beregningsmetode findes span-
dingerne i hele det omrade, der begranses af AB, a-linjen fra

A, AC, o3 b-linjen fra B., BC.

I det andet begyndelsesvardiproblem kendes en del af en a-linje, CA,
og en del af en b-linje, CB, begge udgaende fra samme punkt, C,
se figur 5.2.3. Spazndingerne kan nu findes i omradet begranset af
a-linjerne CA og BD og b-linjerme CB og AD.

Ved det tredje begyndelsesvardiproblem kendes en sliplinje, AB pé&
figur 5.2.4, og to betingelser, som skal glde langs AC . Hermed kan
omr&det begranset af AC og sliplinjerne AaB og BC udfyldes. Til
bestemmelsen af et indre punkt i trekantomradet haves som fer to
ligninger fra a-linjen og to ligninger fra b-linjen. For punkter

P4 AC haves to ligninger fra den sliplinje, som skarer AB og AC,
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pa figur 5.24 en a-linje, og de to ligninger, som skzl gzlde
langs AC. Som eksempler p& sadanne ligninzer kan navnes felgen-
de: AC er en bestemt kurve i Xy-planen, og hovedsnandingsret-
ningen langs AC skal vére noget bestemt, eller normal~ og for-
skydningsspendingen langs AC skal begge vare nul.

For et vagtlest materiale, dvs. hvor hejresiden i (5.1.2) er

lig med nul, beskrives sliplinjenettets geometri af Hencky's
setnihger, Sztningerne, af hvilke den anden kan udledes af den
forste, er angivet af Hencky i [23.2] for ¢ = 0. De lyder s&ledes:

To punkter bevages pa hver sin a-sliplinje, s& de hele tiden ligger
pd den samme b-sliplinje. Vinklen mellem tangenterne til b-sliplin-
jen i de to punkter er da konstant under denne bevagelse.

Nar et punkt bevages langs en a=-linje, vil krumningsradius af de
b-linjer, punktet passerer, =ndres med den pa a-linjen tilbage-

lagte buelangde.

Sztningerne galder ogsa, nir man udskifter a-linjer med b-linjer
og omvendt. Mens Hencky's ferste setning galder uvafhangigt zf ¢,
skal den anden satning omformes for ogsa at galde for friktions-
vinkler forskellige fra nul. Den kan f.eks. lyde sadan:

Et punkt P bevages langs en a-linje. Krumningscentret K for b~-lin-
jen i P vil naturligvis ligge pa en normal til b-linjen, dvs. en
linje, der danner vinklen u med a-linjen. Nar P bevages et {infi-
nitesimalt) stykke, vil K bevage sig langs den linje gennem K,

der star vinkelret pd a-linjens tangent i P.

y4 c

> X

Figur 5.2.4 Tredje begyndelsesvardiproblem.

5.3 Rankine-felt

Der kendes nogle analytiske lesninger til slivlinjeligningerne.

Hvis hovedspazndingsretningerne antages konstante overalt, og

rumvagten er konstant, fas retlinede sliplinjer, se figur 5.3.1.

Feltet kaldes et Rankinefelt. Idet (Yyr yy)'; (0,=-v), £45 af (5.1.2,

= : -k b i T_Y
ds = - Eggm(dl151n(9 Z + 2) + 61251n(e + 7 2)

En isobar bestemmes af

ds = 0 = dl,sin(e - 7 + % ) + dl,sin(o - % - %)= 0 o

2
ai, _ - dl, i
sin(e + % - %) sin(e - % + %)
{BD] |DE]
|aB| ]Bcl'

hvor linjen gennem E og B er en isobar, og AC er en lodret linje.
Det fremgdr heraf, at isobaren er en "skevvinklet tvarvektor" af
leodlinjen, hvor koordinaterne males langs sliplinjerne. Isobarens

hzldningsvinkel vy kan findes heraf:

. 8in2e sin )

vy = aretan (35296 sing

1

Isobarernes sterste hzldning £as, nar det ene szt sliplinjer er
lodrette; de bliver da parallelle med det andet sat sliplinjer,

dvs. de far haldningsvinklen ¢.

For et rent friktionsmateriale, dvs. med ¢ = 0 og ¢ » 0, skal en

ubelastet overflade vare en isobar. Overfladens maksimale hzld-

ning kaldes skrantvinklen. Den er ifslge det foregdende lig med

friktionsvinklen.
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Figur 5.3.1 Rankinefelt med lodlinje {AC) og isobar (EB).
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5.4 Prandtl-felt

En zone i et vagtlest materiale, hvori det ene sm:t af sliplinjer
er rette og gdr igennem samme punkt, kaldes en Prandtl-zone. Da
sliplinjerne skal skzre hinanden under vinklerne % * yp, bliver
det andet szt af sliplinjer logaritmiske spiraler med stigningg~
vinkel ¢, se figur 5.4.1. Langs de retlinede sliplinjer er span-
dingerne konstante. P3 figur 5.4.1 er det a-linjerne, der er
spiraler. Her fas af (5.12)

ds +2(s tang + c) de=0 =

-2(e—eo)tang

5 = (so + ¢ cotyg) e - c coty

Figur 5.4.1 Prandtl-felt.
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5.5 _Cykloide-felt

Et interessant sliplinjefelt blev angivet af Prandtl for ¢ = 0
i [23.11, og af W, Hartmann for g > Q.

I et vegtlest materiale forlanges det, at hovedspandingsretningen
kun ma afhange af koordinaten y i et xy-koordinatsystem, dvs.

® = 0(y). Regningerne skal ikke gennemgas her, de er refereret
med andre betegnelser af Nadai i [63.1] pp. 471 - 473. I lwsningen
er gliplinjerne cykloider med parameterfremstillingen

(5.5.1)

]

X Co(F 20 cosy + cos2e) + ¢

1

Y = ¢,(2¢ sing + sin2e) (5.5.2)
hver everste fortegn gmlder for a-linjerne ©g nederste for b-lin-
' jerne. Cg °9 ¢4 er arbitr@re konstanter. Sy udtrykker netop, at
feltets geometri er uafhangig af x. Spendingerne varierer saledes:

220F (X - cosze)
s =c,e 9590 - ¢ coty (5.5.3)

Den arbitrere konstant €, bestemmes af spendingsniveauet &t sted
i feltet.

Af (5.5.2) ses, at g% =0 for © = pn * (% + %). Disse vardier be-

grenéer da lesningen, og der fas et sakaldt passivt og et aktivt
felt for henholdsvis

- _ Y« <,

3 7 - @2 7 5 (5.5.4)
b 9 < < 3n _»
7 + 5 e Z T % . (5.5.5)

Sliplinjefelterne i de to tilfelde er vist pa figur 5.,5.1 og figur
5.5.2. P& figur 5.5.1 er en fysisk fortolkning den, at en masse,
som befinder sig mellem to stive og ru plader, presses ud (til
venstre p& figuren), mens pladerne nzrmer sig hinanden., Situationen
kaldes passiv, da den drivende kraft overferes fra pladerne til
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mediet, som siledes er passivt (modtager p&virkningen).
P4 figur 5.5.2, som er den aktive situation, er det mediet, som
under bevagelse mod venstre presser pladerne fra hinanden.

Betegnelserne passiv og aktiv er her anvendt analogt til deres
anvendelse for brud bag étattemure og under fundamenter. Ordet
beskriver mediets (jordmassens) rolle ved bruddet; ved aktivt
brud presses vaggen af mediet vak fra dette, ved passivt brud
bevages veggen ind i mediet, som (passivt) giver efter for denne
bevegelse.

Kaldes den halve hejde af mediet pd figur 5.5.1 og 5.5.2 h, er
konstanten S i (5.5.1), (5.5.2) og (5.5.3) givet ved henholdsvis
(5.5.6) og (5.5.,7) i det passive og det aktive tilf=lde.

h
ey = — (5.5.6)
cosy + (¢ + 5) sing
eq = h (5.5.7)
cosg + (¢ ~ 3)sing
Y4
—] >
P X 2h
7Ki

Figur 5.5.1 Passivt cykloidefelt.



- 36 -

2h

Figur 5.5.2 Aktivt cykloidefelt.

5.6 Indhyllingskurve i sliplinjefelt

.Det bemmrkes, at cykloidefeltets begransningslinjer er indhyl-
lingskurver for sliplinjer. Coulombs flydebetingelse er derfor
opfyldt langs linjerne. De kan ogsi vere flytningsdiskontinuitets-—
linjer. De er imidlertid ikke selv sliplinjer. Hvis de var det,
skulle spazndingerne langs dem ifelge sliplinjeligningerne f.eks.
(5.1.2) vere konstante, hvilket ifelge (5.5.3) ikke er tilfazldet.
Ved en deformation vil de relative flytninger heller ikke vare
konstante, hvad de skulle vere langs en ret sliplinje.

En ihdhyllingskurve i et sliplinjefelt er en interessant kurve.

En s&dan kurve er nemlig, som det vil blive vist, en gransekurve
for det aktuelle materiale, Hvis der nemlig skal findes spandinger
i ligevagt udenfor indhyllingskurven, skal materialet her have en
starkere flydebetingelse. Dette vil blive vist ved at vise, at den
i kapitel 4 indferte sterrelse g skal vare sterre end 1 uden for
indhyllingskutven.

Forst indses det, at sliplinjefeltet ikke kan udvides med et
sliplinjefelt ned de samme styrkeparametre. Dette skulle findes
ved det ferste begyndelsesverdiproblem, se kapitel 5.2, og det
viser sig, at den zone, man finder, ligger inden for indhyllings-
kurven, dvs. pd samme side som det felt, man startede med., Ek-
sempelvis vil man af det passive felt p& figur 5.5.1 £& et aktivt
felt som det pa figur 5.5.2, dog med en anden bredde, og omvendt.
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(Dette var ogsa forventeligt, da en indhyllingskurve for en kurve-
skare almindeligvis er en kurve, som tangeres, men ikke sksres af
skarens kurver. Kurveskaren ligger s3ledes p& den ene side af
indhyllingskurven.)

I det felgende behandles en retlinet indhyllingskurve, materia-

lerne antages vegtlese, og friktionsvinklen y antages konstant.
Dette er uden betydning for det kvalitative resultat, men sim-

" plificerer formlerne.

P4 figur 5.6.1 er vist de to mulige mdder, hvorpd karakteri-
stikkurverne kan forlebe umiddelbart uden for en indhyllings-
kurve. Inden for indhyllingskurven er tegnet et passivt slip-
linjefelt, men resultaterne gzlder lige sa vel for det aktive,

da vi i begge tilfzlde har txy > 0,09 Txy er en voksende funktion
af x. x-aksen er indlagt i indhyllingslinjen, og y-aksen peger
uden for denne, dvs. ud af det omrade, hvori sliplinjefeltet er

kendt.

Figur 5.6.1 Mulige karakteristikker uden for indhyllings-
kurve i sliplinjefelt.

P& figur 5.6.1 a er vist to infinitesimale karakteristikdele, BC
og AC, som er henholdsvis b- og a-linjer. For disse linjer galder
formel (4.8). Linjerne orienteres BC mod C og AC mod A i overens-

stemmelse med figur 4.3, Af denne figur ses ogsa, at Brq =2B_ = 8

I
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da retningen n, er sammenfaldende med y-aksen. Langs indhyllings- ‘Altsd den samme betingelse som for. 0gsd her er begge led posi-
kurven er g = 1. tive.
Af formel (4.8) fas nu En nedvendig betingelse for,at karakteristikfeltet kan fortsattes
ud over en indhyllingskurve, er altsd, at der her kan regnes med
cosy (s,=Sp) + 2r (9,-0a) = rg, lop s-vaerdier sterre end 1, dvs. at flydebetingelsen her overskrides.
‘ , Dette er kun muligt, hvis materialet her er starkere end inden
cosy (s,-Sg) = 2r (8g=6g) = rf., lp. o for indhyllingskurven.

. L. . . I et homogent materiale kan en indhyllingskurve for et sliplinje-
Da kurven CA tangerer x-aksen i A, er lBC infinitesimal i forhold ) . ) o
felt altsd kun eksistere ved materialets begrznsningslinjer.
til lCA’ som er proportional med eA—eC, @c—eB, Sp"Sc 99 Sp=Sg.

Leddet med IBC kan derfor negligeres. 5.7 Flytninger i sliplinjefelt

Som navnt i kapitel 3 vil langdetejningen ved en plastisk, plan

Efter elimination af 8¢ £as
deformation af et umodificeret Coulombrateriale vare nul i de

- s, s .
g = 98¢ "A-"B . 2 (0 + 05 - 204) retninger, som danner vinklerne (% + %) med forste hovedretning.
r
¥ lCA 1CA Disse retninger er netop sliplinjernes retninger, 53 heraf kan det
. altsd konkluderes, at sliplinjerne ved en plastisk deformation intet
Eller med andre betegnelser, da 8y = fpt sted =ndrer le®ngde. Deformationsmulighederne i et sliplinjefelt kan
altsa anskueliggeres ved, at man tanker sig sliplinjerne erstattet
B_COSQE_’_‘,;” (5.6.1) . . .
y T x a ‘o af stenger med charnierzr, hvor a- og b-linjerne skarer hinanden.

I et givet sliplinjefelt kan flytningerne beregnes i samme rekke-

hvor u_ er krumningen af a-karakteristikken. Begge led pd hejre ) i X
a felge, som spandingerne blev det, dvs. ligesom i afsnit 5.2 haves

side af (5.6.1) er positive. . ‘ .
forste, andet og tredje begyndelsesvardiproblem. Hvor der ved span-

I det p& figur 5.6.1b viste tilfzlde fas, iGE§ AC og BC begge dingsberegningen gjaldt to ligninger langs hver sliplinje, er der
orienteres mod C: } her ved flytningsberegningen kun en, nemlig den, at l=ngdetejningen
langs sliplinjen er nul. Tilsvarende bestemmes nu ogsd kun to sSter-
Ceosg (sn.m5,) + 2r (8,-8,) = rBy L . relser, nemlig flytningen i x- og y-retningen, mod feor fire sterrel-~
ser i hvert sliplinjenetpunkt.
cose (SB_SC) T 2r (egmeg) =Thny lop Da dissipationen altid skal vare positiv eller nul, er kun de de-
' formationer af sliplinjenettet mulige, hvor alle de stumpe vinkler
Som fer udgér lwmngden l.p, og efter elimination af s, fas mellem sliplinjerne formindskes eller forbliver uandrede. I stang-
cose S5=Sa 5 analogien betyder dette, at der ved hvert netpunkt skal anbringes
BY = —1?2 T + jAC(ZBC—BA—aB) klodser i de spidse vinkler, som netop udfylder disse og forhindrer

en formindskelse.

Eller med andre betegnelser:
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5.8 Spandingsdiskontinuitetslinje

Det kan vare praktisk at arbejde med flydezoner, hvor spandingerne
er diskontinuerte over en kurve, en sakaldt spzndingsdiskontinui-
tetslinje. P4 figur 5.8.1 er vist en sadan linje, hvis normal har
retningsvinklen ¢, og forskellige spzndingstilstande pé de to sider
heraf. Ifelge loven om aktion og reaktion skal spandingerne pa dis-
kontinuitetslinjen o _, T Teprasenteret af punktet 5 pa figur

s
5.8.2, vere kontinuerte. Dette giver ved hj=lp af (5.1.3)

o, = —s1+(s1sinw + ¢ cosy) cos(2(e,-0))

= —52+(szsin¢ + ¢ cosy) cos(2(92wn)) £5.8.1]
Ty = Xsisin¢ + C cosy) sin(2(a1—n))

= (szsinw + ¢ cosgp) sin(2(92-n)) (5.8.2)

® @ Lo

____t:§i1i§

Figur 5.8.1 Sliplinjefelter omkring spendingsdiskonti-
nuitetslinje.
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Figur 5.8.2 Spandinger pd hver side af spandings-
diskontinuitetslinje.

Heraf kan spandingsniveauet elimineres, hvorved vi for en egentlig
spandingsdiskontinuitetslinje, dvs. for @,40,5, far de to ligninger

cos(e1+92—29) = sing cos(e1—92) (5.8.3)
(s1tan¢ + C) sin(2@1—29) = (sztanw + c)sin(Zez—n) (5.8.4)

Da S pad figur 5.8.2 er skaringspunktet mellem to forskellige Mohr-
ske cirkler, som tangerer flydekurven, kan S ikke selv ligge pa
denne, dvs. at en spandingsdiskontinuitetslinje ikke kan vare en
sliplinje.

En spandingsdiskontinuitetslinje stiller visse krav til flytnings-
tilstanden. Af figur 5.8.2 ses, at $ i omridde 1 ligger i den spidse
vinkel mellem sliplinjerne, mens det i omride 2 liggér i den stumpe
vinkel mellem dem. Det betyder, at lazngdeteiningen af diskontinui-
tetslinjen ifolge omrdde 1 skal vare negativ eller nul, mens den
ifwlge omrade 2 skal vare positiv eller nul; Den ma da nedvendigvis
vere nul, dvs. at en spzndingsdiskontinuitetslinje intet sted kan
@ndre langde ved en plastisk deformation.
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Der er dog stadig mulighed for en deformation. P& figur 5.8.3

er vist en sa&dan, hvor spandingsdiskontinuitetslinjen far et
knzk til den side, hvor den ligger i den cpidse vinkel mellem
sliplinjerne. Da denne deformation er mulig ud fra ethvert punkt
pa liﬁjen, gzlder felgende:

Ved en plastisk deformation optrmder en spandingsdiskontinuitets-
linje som en ustrakkelig fiber, der dog kan bejes vilkarligt ind
mod den side, hvori linjen ligger i det spidse vinkelrum mellem
sliplinjerne.

Ved beregning af flytningerne i et sliplinjefelt med en spzndings-
diskontinuitetslinje, AC pad figur 5.8.4, skal der tages specielt
hensyn til denne. Kendes flytningerne langs en af ABCD's sider,
f.eks. BB, kan de findes i hele ABC, idet dette er det tredje
begyndelsesverdiproblem jvf. afsnit 5.2. Herefter kan flytningerne
i ACD findes ved hj=lp af proceduren for feorste begyndelsesvardi-
problem. Flytningerne i hele ABCD kan sdledes bestemmes ud fra '
flytningerne langs en af siderne.

L e

5.9

Figur 5.8.4
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C D

Flytningerne i hele omrddet ABCD omkring en
spzndingsdiskontinuitetslinije er bestemt af
flytningerne langs f.eks, AB.

Rotationssymmetriske felter

Figur 5.8.3 Mulig deformation af spandingsdiskonti-
nuitetslinje.

apr

ar

Hvis vi formelt

Ved en rotationssymmetrisk konstruktion forstds en konstruktion,
som fpres over i sig selv ved en drejning af wilkarlig sterrelse
om en fast linje, rotationsaksen. I et rez-cylinderkoordinat-
system vil alt vere uafhzngigt af o, og det kan saledes beskrives
fuldstandigt i en rz-plan, dvs. en plan, som indeholder rotations-
aksen. Da der sdledes kun er to geometriske frihedsgrader, kan
mange begreber .fra den plane beskrivelse overferes hertil.

Ligevagtsligningerne for et vagtlest materiale er

o _=-a
+l'E)=0
r
{5.9.1)
T
+£=0

indferer en ekstra volumenkrart pa



- 44 -

o T
r-%a  ‘rz
r ' r

Y, = ) (5.9.2)

(v v

X,

i de plane ligevzgtsligninger, ses de at blive til (5.9.1).

I et sliplinjefelt skal spandingerne vzre i flydning, og da ring-
spaendingen o, nu indgar i ligevagtsligningerne, skal den kendes.
Kaldes hovedspandingerne i rz-planen 91 09 oys 0y > 0y, haves
folgende muligheder:

1 oy > aT > g,
2: o4 = 9y * 0q
3: 79 > Oy > 0y
4: a1¢> 99 = 95

Hvis den midterste hovedsp:nding ikke er lig med en af de andre
hovedsp=ndinger, skal den tilsvarende hovedtejning vare nul. Dette
betyder, at i tilfzlde 1 og 5 skal en af hovedtejningerne i rz-
planen vare nul. Et eksempel herpd er et ror med indvendigt over-

tryk og ubelastede endeflader. Her fés 9 > 0, = 0 > L
I tilfzlde 3 skal ringtejningen ey VErE nul. Da €q fas af den ra-
dizre flytning u, ifelge
u
ée = 7§’ ‘ (5.9.3)

krever dette altsd, at flytningen kun foregar langs rotationsaksen.

Den sterste interesse knytter sig altsd her til tilfwzlde 2 og ¢, da
de giver de frieste deformationsmuligheder. P34 grund af fortegnet

for €y skal tilf=lde 2 anvendes, nar den radizre flytning er positiv,
o> 0, og tilfzlde 4 ndr u_ < 0. Nar fortegnet for u_ er kendt (eller

r r
skennet), kan beregningerne af sp@ndingerne forega som i det plane

tilf=zlde, blot med brug af (5.9.2).

Ved beregning af flytningerne kommer dog yderligere en modifikation.
I det plane tilfzlde var langdetejningen af sliplinjerne nul. Det
gelder ikke her. I tilfzlde 2 gzlder
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kc1 - d, - fc =0
ko - 9y - fc =0
Dette muligger teiningerne
€y = kA1, €y = kxz, £y = —(x1+32), Ay >0, Ay >0
om hvilke det galder
£y + g + k;z =0 (5.9.4)

Sliplinjerne danner stadig vinklen :(% + %)med forste hovedretning.
Lzngdetejningen af en sliplinje Eg kan udtrykkes ved £, 09 £,4, S€
figur 5.9.1:

ey = 3leqtey) + Te,mey) cos2(§ + )
_ 1-sinyg l+sing
€ ) )

= E%T(s1+k e,) (5.9.5)

Her er sammenhzngen mellem ¢ og k ifwlge (3.3) udnyttet. Af (5.9.4)
og (5.9.5) ses, at for u, > 0 skal gzlde

_ 1
Gs TR EB (5.9.6)
I tilfzlde 4 £as analogt i stedet for (5.9.4)

€4 + k(e@+ez) =0 (5.9.7)

og i stedet for (5.9.6) gzlder for u, < Q

= - K
£, = 1 ce (5.9.8)
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(82,0) (.Q) [E1,0)
\L/{%{w

mv

vy

Figur 5.9.1 Tejninger i rotationssymmetrisk sliplinjefelt.

I stedet for betingelsen g, = 0 skal der altsa ved beregning af
flytningerne benyttes (5.9.6) henholdsvis (5.9.8) i tilfalde 2

og 4. e, er direkte givet wved (5.9.3).

Hvilke deformationer kan et omrade med en spandingsdiskontinuitet
klare? Siderne af spandingsdiskontinuitetslinjen kaldes 1 og 2,
sdledes at 5, > s, i overensstemmelse med figur 5.8.2. Vi betrag-
ter tilfzldet med u, > 0. Af (5.9.6) ses, at £y < 0. Nu skal det

jo galde, at €, 2 0, 53 vi soger forst den deformation, for hvilken
€y = 0, se figur 5.9.2. Lengdet@jningen af diskontinuitetslinjen
bliver

eg = 3 &, (1 + cos(20 - 2a)) (5.9.9)

Ved hjzlp af (5.8.1) vurderes dette:

s1(—1 + sing cos(291-29)) + ¢ cosy cos(2@1—29)

= 52(—1 + sing cos(232—29)) + ¢ cosg cos(292~29) =
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S,(=1 + sing €08 (20,-22)) + c cosy cos(291—29)
> sz(—1 + sing cos(292~29)) + ¢ cosy cos(2@2—29) °
005(261—29) > cos(292—29)

Ved hj=zlp af (5.9.5) og (5.9.6) ses, da gq = 0, at kgz = e,

£, har altsd den samme negative vardi pa begge sider af diskon-
tinuitetslinjen. Hermed f&s af (5.9.9)

Eqr ¢ B2 © 0 (5.9.10)

Hertil kan adderes bidrag, Acd1 og Aedz, fra yderligere tejninger i
omriderne ved siden af linjen. Om disse er det tidligere fundet, at

(e2,0) l€,.0) \eer.0)

uh

vy

Figur 5.9.2 Tejninger ved en spandingsdiskontinuitets-
linje i et rotationssymmetrisk sliplinjefelt.

Ae < 0, Asd2 >0 (5.9.11)

ail

Af (5.9.10) og (5.9.11) fas for alle verdier, der er kinematisk

mulige i de enkelte zoner

Eqr t Begqy < EBgy t deg,
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En betingelse for, at 2zonen er kinematisk mulig,er, at de to

sider af linjen kan "enes" om en lzngdetejning af diskontinuitets-
linjen, og dette er Abenbart ikke muligt, hvis der er positive
radizre flytninger langs denne.

P4 ganske analog made kan det vises, at der ikke kan findes en
lengdeteijning i en spandingsdiskontinuitetslinje, som tilfreds-
stiller de betingelser, hvert omr&de stiller for sig, nar den
radizre flytning er negativ.

Den radizre flytning skal altsd vere nul, for at en spandings-
diskontinuitetslinje kan vere kinematisk mulig. I et s&dant til-
felde vil ogsd langdetejningen af sliplinjerne oemkring diskonti-
nuitetslinjen vare nul. Diskontinuitetslinjen kan ikke ved de-
formationen @ndre krumning, da den s& ville f3 radizre flytninger.
Heraf felger, at den eneste mulighed er, at linjen far en konstant
flytning langs rotationsaksen. Det omrade, som afgrznses af slip~-
linjerne udgiende fra diskontinuitetslinjens endepunkter, jvf. det
forste begyndelsesverdiprobleﬁ figur 5.2,2, vil da £3 samme kon- ‘
stante flytning langs rotationsaksen. Det vil dermed ikke fa tej-
ninger, men vare et stift legeme ved deformationen.

Et sliplinjefelt, som ikke kan deformeres, har kun nedrevardimessig
betydning. Den bzreevne,. der bestemmes heraf, er ikke (bevist at
vare) den rigtige bzreevne. Feltet har derfor ingen fysisk betydning,
og det kan ikke findes i noget virkeligt materiale.

Den betragtede type af spezndingsdiskontinuitetslinjer er altsd ikke
kinematisk mulig i rotationssymmetriske sliplinjefelter. Der findes
dog en anden simplere type af spandingsdiskontinuitet, som er mulig.
Hvis der nemlig findes en linje, over hvilken den radizre flytning
skifter fortegn, vil denne vare en diskontinuitetslinje for ring-
spazndingen o4 Dette giver dog hverken anledning til diskontinuitet

i de evrige spandinger, hovedsp=ndingsretninger eller flytninger.
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5,10 Sliplinjefelter for modificeret Coulomb-materiale

4
2
{-s*0) ‘\\
(~f.,0) \“*’0)> \
/, o Pt
f : »>
(‘pc -ft S« 5
vi
a) b)

FPigur 5.10.1 Flydebetingelse og friktionsvinkel for
modificeret Coulomb-materiale.

For det modificerede Coulomb-materiale bestdr flydebetingelsen i
Mohr's plan af de pa figur 5.10.1a viste to halvlinijer, forbundet
glat med en cirkelbue.

Af (4.1) og (4.10) fas ¢ som funktion af trykniveauet s som vist

pa figur 5.10.1b. Funktionen er stykkevis konstant og diskontinuert
der, hvor Mohr's cirkel indeholder den i flydefladen indgédende cir-

kel.

I et sliplinjefelt med friktionsvinklen m/2 er de to s®t af slip-
linjer parallelle, s3 et s&dant kan vanskeligt optegnes. Derfor
indferes den punkterede kurve pa figur 5.10.1b som en tilnzrmelse
til den Virkelige. Kurven kan reprasenteres i intervallet

=1 _ L
—fc <8 < s*% = f(fc (k+1) ft) af ligningen

s+f

sing = 1 -(1-sinwc)(ff;§T)“ (5.10.1)
Mg

hvor n er et stort tal. Dette giver iflg. (4.10)
f +s5*% g+f . .
c_n+i (5.10.2)

r==s ﬂ(1—§in¢c? n¥l (fc+s*



- 50 -
Heraf kan flydebetingelsen i Mohr's plan findes med s som parameter
ved hjzlp af
v = -5 + I Sing ; T = r cosy
©g pd hovedspandingsform ved hjalp af

9 = %S +r; o3 3-s -1

Nu betragtes elementartilfeldet pa figur 5.10.2. Det antages, at
spandingerne udtrykt ved s ligger tat ved s* ved P, og P,, og at
spandingen ved P viser sig at blive mindre end s*. Dette medferer,

at ¢ vokser kraftigt, og at P derfor flyttes til et fjernere punkt p'.

v y ?
P.
P2

Py

L

Figur 5.10.2 8liplinjer pavirket af trazkstyrken.

Punkter i feltet, hvor s < s* har alie samme verdi af P Ligevagt
i et plant, vagtlest medium med en sadan konstant hovedspending o,
er kun mulig, hvis 01—trajektorierne er rette linjer. Sliplinjerne
P1P' og PZP' vil derfor vere nasten parallelle, og deres retning
ved P' vil vzre omtrent den samme som anden hovedspandingsretning
ved P, oy P,. Sliplinjerne vil derfor, nir s passerer under s#,
blive retlinede og parallelle.

Ved numeriske sliplinjeberegninger kan man ikke godt anvende disse
parallelle sliplinjer, da det er deres skaringspunkter, man er inte-
resseret i. Man har derfor brug for en flydebetingelse, hvor ¢ aldrig
bliver lig med wn/2. For at opnd dette skal man erstatte cirkelbuen

pd figur 5.10.7a med en kurve, hvor det punkt, som tangerer den

Mohr'ske cirkel, ferst ndr c-aksen, nér cirklens radius bliver lig

med nul.

Man kan altsd enten indfere to meget stejle, men ikke lodrette
linjestykker, som tangerer cirklen tat ved (ft, 0), eller man kan
erstatte cirklen med en glat kurve, hvis krumningsradius gdr mod
nul, nar punktet nzrmer sig kurvens skaringspunkt med c-aksen. Ved
det feorstn:vnte af disse forslag fas en friktionsvinkel, som i hele

.intervallet —ft < 5 < s* er konstant og lidt mindre end n/2. Et

eksempel pd det andet forslag er (5.10.1). At erstatte cirklen pa
figur 5.10.1a med en parabel afhjzlper altsd ikke de numeriske pro-
blemer ved sliplinjefeltberegninger, da parablen har en endelig
krumningsradius 1 sit toppunkt.

5.11 Hovedretninger ved delvist ru vag

For et friktionsmateriale, der glider (ned) langs en delvis ru vag,
kan hovedspandingsretningen beregnes uafhazngigt af trykniveauet.
Der er to tilfalde, et sakaldt passivt og et aktivt. Disse beteg-
nelser refererer til tryktilstanden i en silo, se kapitel 13. I den
passive tilstand er trykket p& vaggen si stort som muligt i forhold
til trykniveauet i friktionsmaterialet, i den aktive tilstand er
det s4 lille som muligt. Idet friktionsvinklen langs vaggen kaldes
9,109 storrelserne i evrigt fremgdr af figur 5.11.1, fas i det
passive tilfalde:

b ¥y 1 Sin“’v 5.11
Q—E——2-+iaICCOSW (5. . 1)
sing P-¢
-1 v v
B = 5 arccos sing + 5 {5.11.2)
- =TT _ 39
] 8 ) ]
I det aktive tilfzlde fés:
9 sing
=r_v_1 —_
e =7 3 3 arccos sing (5.11.3)
siny 9=y
=1 v v
B = 3 arccos sine > (5.11.4)



- 52 -

I begge tilfzlde galder

sing sin2e

T-sing cos2e (5.11.5)

= arcta
Py n

Formlerne kan udledes ved betragtning af Mohr's cirkel, se figur
5.10.2. Bvis materialet ikke er et rent friktionsmateriale, men
0gsa har en cohasion ¢, galder formlerne ikke lzngere. Nu skal
trykniveauet ogsi tages med i betragtning. Hvis imidlertid vaggen
ogsd har en adhasion a, og der gaelder, at ¢ cot yp =.a cot Py
galder formlerne uzndret.

yT yT
7 o 2
1. hovedretning 2
2 B ¢ ,
P  1hovedretning
[/ 17
5] 72"
L _.-—;‘5:.,.>
7 X 7 X
7 b
I
. 7
/4 A
L L
r
4 7
2 Z
o passiv b aktiv

Figur 5.11.1 Hovedspandingsretning ved delvis ru vaq.

ay

a passiv b aktiv

Figur 5.11.2 Mohr's cirkler for figur 5.11.1,

ayv
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6. Enkeltsliplinjer

6.1 Indledning

Ved beregning af bareevnen for idealt plastiske konstruktioner .
er et sardeles nyttigt varktoj evreverdisatningen anvendt pa
flydemekanismer med et endeligt antal stiftlegemebevagelser.
Flydemekanismen beskrives her ved flydning i et endeligt antal
flydelinjer eller ~flader. For mange praktiske opgaver er dette
den eneste anvendelige beregningsmade, der giver beregninger,
som kan klares uden stort edb-udstyr. Dette skyldes, at man selv
begrznser antallet af ubekendte parametre (flydelinjernes place-
ringer og legemernes flytningskomposanter), og at enhver belast-
ning og en indviklet geometri kan behandles, uden at llgevagts—
ligningerne opfyldes i alle detaljer.

Da beregningen er en ovreverdiberegning, kan den give en vardi pi

" den usikre side (for stor bareevne). Man finder derfor den bedste

losning med en given type brudfigur (mekanisme) ved at minimere
bzreevnen med hensyn til de frie parametre, der indgar i denne.

I dette kapitel skal der udledes nogle regler for, hvordan den
bedste mekanisme findes for plane konstruktioner.

Ved en elastisk elementmetode-beregning kan udgangspunktet ogsi
vare nogle skennede flytninger, men her er man nedt til at skenne
betydeligt finere, dvs. have mange flere frie parametre, for at
fa et rimeligt resultat. Flytningsdiskontinuitetslinjer vil give
uendelig tejningsenergi og kan derfor ikke bruges.

Ved at begranse sig til brudfigurer med f.eks. to stive legemer
har man indfert en meget sterk begransning af flytningerne og
tejningerne ved brud. Alligevel har det vist sig muligt at na
til den eksakte teoretiske bareevne af eksempelvis flere typer
betonbjzlker ved hjzlp af evreverdier med stiftlegemebevagelser.

Et eksempel pa en begransning, der indferes ved kun at behandle
stiftlegemebevagelser, er en skive af von Mises materiale be-
Jastet med trykket p langs hele randen, se afsnit 6.3. Her fas en
overvurdering af bareevnen.

Til at finde den bedste mekanisme kan fslgende to principper an-

vendes:

Optimalt flydelinjeforleb: Lastparameteren seges minimeret

(gjort stationzr) med hensyn til de parametre, der beskriver
filytningerne.

Ligevagt i flydelinjer: Det forlanges, at de til brudfiguren
herende spzndinger opfylder ligevagtsligningerne.

Af alle evrevardier vil den mindste give den rigtige teoretiske
bereevne. Dette medferer, at det er nedvendigt, at flydelinje-
forlebet er optimalt, for at der kan vare en mulighed for at
tilfredsstille ligevagtsligningerne. At flydelinjeforlebet er
optihalt, giver dog ingen garanti for, at det er muligt at til-
fredsstille ligevagtsligningerne med spandinger, som ikke over-
skrider flydebetingelsen, f.eks, umiddelbart ved siden af flyde-
linjen. Princippet om ligevagt i flydelinjerne kan sidledes vzre
et strengere krav end princippet om optimalt flydelinjeforleb.
Det foretrukne princip er altsd ligevagtsprincippet; hvor det
ikke giver resultat.kan man anvende optimalitetsprincippet.

Et eksempel pa anvendelsen af de to principper er den sdkaldte
ligevagtsmetode for plader, hvor ligevagtsligningerne for de
enkelte pladedele vises at vare ensbetydende med de ligninger
(Eulerligningerne), der ger evrevardien stationar med hensyn
til de geometriske parametre i brudfiguren, se f.eks. [75.1].

Ligevagten opnas dog ferst efter tilfejelse af nogle passende

valgte‘knudekrafter.

6.2 Flytningsdiskontinuitetslinije

En flytningsdiskontinuitetslinje eller flydelinje kan beskrives
saledes, se figur 6.2.%a: Omkring flydelinjen lzgges en stribe
af bredden A. Uden for denne stribe er tejningerne nul, men den

ene del translateres i forhold til den anden. Flytningen beskri-
& 2 0 og dens vinkel med stribens l=ngde-

en fjernelse af de to dele fra hinanden.
tejningstilstand i striben, som i det pa

ves Qed dens sterrelse
retning a, positiv som
Der antages en homogen
figur 6.2.1 viste tn-koordinatsystem er

5 cosa (6.2.1)

N[ =
e|
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Figur 6.,2.1 Flytninger og tejninger ved en flytnings-
diskontinuitetslinje.

Det ses ved afbildningen i Mohr's plan for tejninger pa figur
6.2.1b, at vinklen fra ferste hovedtejningsretning til flyde~
linjens normal er % (g - a). -Ferste hovedtejningsretning halve-
rer altsa vinklen mellem flytningsretningen og den flydelinje-
normal, som peger ind i det legeme, hvis relative flytning an-

gives.

Hovedteijningerne kan fas af Mohr's plan

% (sina~1) (6.2.2)

N —

8 .
2 (sina + 1); £, =

[V B

€1=

Det bemzrkes, at £y 09 &, aldrig har samme fortegn, samt at
l=ngdetojningen i de retninger, der danner vinklen i(% + %) med
forste hovedretning, er nul.

Dissipationen i flydelinjen fis ved at opsege det (et) punkt pi

flydefladen i u162—planen, hvor dens udadrettede normal har ret-

ningen (sine + 1, sineg - 1), Hertil svarer hzldningskoefficienten
K 1 + sina

T ¢ine . {6.2.3)

pad kurven g, = d, (01), a, 2 g,. Da k 2 0, kan spandingspunktet
kun.ligge pi den del af flydefladen, hvor g, er en voksende eller
konstant funktion af G,. Den specifikke dissipation bliver
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(6.2.4)

{0

% (61(sinu+1y+a2(sina—1))

Ved integration over stribens bredde f&s dissipationen pr. langde-

enhed af striben

4
d, = [d dn = % 8(0, (sina+1)+0, (sina-1)) (6.2.5)
o]

Dette bliver ogsad resultatet, nar A gir mod nul.

Da stribens bredde kan antages forsvindende i forhold til kon-
struktionens udbredelse og krumningsradius for flydelinjen,
gazlder udtrykket for dl ogsa fof krumme flydelinjer og bevagel-
ser med rotationer, blot vil & og e i almindelighed variere langs

flydelinjen.

6.3 stiftlegememekanisme. Muligheder og begransninger

Som et eksempel pa, at det er en begrznsning kun at kunne anvende
de dele af flydefladen, hvor g, er en voksende funktion af o,
betragtes en skive af et von Mises-materiale i plan spandingstil-
étand belastet med et tryk p langs alle sider, se figur 6.3.1.
Bareevnen er p = £, 0og de dertil herende spandinger og tejninger

Y
er
O, = Uy = - fy; Txy =0
- - - = ? =
£y = ey A, ny ¢, A Z 0
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Figur 6.3.1 Skive af von Mises-materiale med alsidigt tryk.

I skiven indl=zgges en ret flydelinje, hvis lsngde kaldes 1. De
-to ‘dele translateres i forhold til hipanden stykket & i retningen
¢ med flydelinjen. De ydre krafters arbejde bliver

A = - i
v pél sina

Dissipationen bliver

- .20 1 2
D \/5 fy Blv/;ln a + g cos’a

Ay = D = sina < 0 A

IEX]

2 £ 1+ 1 cotza

PV 7

= 2 = -
Prin “Vg fy = 1.15 fy for o =

S

Ovrevardien svarer til punktet (ogr 0y) = (- s r = 2 fy), og det
ses, at vi med stiftlegemebevayelser ikke kan3opné gdre ovre-
vardier end svarende til den flade, der fas ved at udvide von
Mises flydeflade med de pi figur 6.3.2 viste fire linjestykker.

- K9 -

L

iy 2ty
<_/§, /3 )

Figur 6.3.2 von Mises flydebetingelse med udvidelse.

Som det vil fremgd af resultaterne i afsnit 6.4., er den optimale
flydelinje ved en translation en ret linje. En ret flydelinje er
ogsd optimal ved en gensidig rotation af de to dele om et punkt
pa denne. Da forskydningsdeformationer pd grund af det alsidige
tryk ikke kan forege det ydre arbejde, kan disse udelukkes, og
det exr sadledes vist, at den fundne evrevardilesning virkelig er
den mindste, der kan opnds med et endeliyt antal stiftlegemebe-
vagelser.

Bortset fra denne begransning i flydefladens form kan en vilkarligt
god tiln@rmelse til en konstruktions flydelast bestemmes ved, at
der pad passende vis valges et tilstrakkeligtstort antal stive
legemer. Dette indses saledes:

Den korrekte flydelast er evrevardien svarende til en mekanisme.
For at tilnerme flydelasten vilkarligt godt skal dels de ydre
krzfters arbejde, dels den totale dissipation, kunne tilnarmes
vilkarligt godt.

For at tilnzrme de ydre krafters arbejde skal blot flytningsfeltet
tilnzrmes, og dette er naturligvis muligt.

Por at vise, at dissipationen kan tilnarmes, er det tilstrakke-
ligt at vise, at dissipationen i et omrade med konstant tejning
kan tilnasrmes. En homogen tejningstilstand med hovedtsjningerne

£, = €4 09 Ey = £, modelleres saledes: Hvis £, 09 ay har hvert
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sit fortegn, inddeles i ékseparallelle rektangler med forholdet -
/—Ex/ey mellem hejde og bredde, se figur 6.3.3. Hvert rektangel
deles af sine diagonaler i fire trekanter. Hver trekant transla-
teres vinkelret pa den side, der indgér i rektanglet. Forholdet
mellem b i x- i i y- i -
evagelsen i x-retningen og i y-retningen er / ex/sy.

X X

Figur 6.3.3 Flydelinjer ved hovedtejninger af
modsat fortegn.

Herved bliver de gennemsnitlige tejninger i rektanglet det snske-
de. Tejningerne i flydelinjerne har de samme hovearetninger og
det samme forhold mellem hovedtejningerne som det enskede, og
dissipationen bliver derfor den Samme, som hvis tejningen var
homogen. Hvis £, ©9 ey har samme fortegn, eller den ene er nul,
velges rektangler af vilkdrlig sterrelse, og de deles nu hver

i fire rektangler af to flydelinjer efter de to hovedretninger.
Flytningen af de enkelte dele valges, si de gennemsnitlige tej-
ninger bliver det enskede. Dissipationen bliver da det samme,

som den ville blive, hvis tejningen var homogen, nir blot 0y =
62(01) er en aldrig aftagende funktion.

Denne betingelse er ensbetydende med, at flydefladen kan optegnes
som en kurve i en ¢t-plan, dvs. at materialet er et Mohr-materiale.

Den beregnede bareevne vil siledes ga mod den korrekte flydelast,
hvis antallet af stive legemer g&r mod uendelig, og disses form
0og bevagelse valges optimalt, og hvis materialet er et Mohr-mate-
riale.

6.4 Ligevagtsflydelinjer i vagtlest materiale

6.4.1 Generelt

Ligevagtsbetingelserne til en flytningsdiskontinuitetslinje er,
at det skal vare muligt at angive sp@ndinger dels pd flytnings-
diskontinuitetslinjen, dels i en omegn omkring denne, som er 1
ligevagt og ikke overskrider flydebetingelsen, samt at der skal
vaere mulighed for tejninger svarende til en given relativ be-
vagelse af de to stive dele, linjen deler legemet i. Spzndingerne
i en omegn af linjen underseges i afsnit 6.6. Her betragtes kun
spandingerne pa linjen.

Det sidste krav medferer, at linjen ved deformationen ikke z=n-
drer lz=ngde. Dette betyder, at flydebetingelsen skal vare opfyldt

langs denne. Ligevagtskravet til denne flydelinje medferer her-

efter, at linjen skal vare en sliplinje, dvs. at den skal opfylde
(4.9). Idet omlebsretningen i planen valges, sa forskydnings-
spandingen pa linjen er negativ, er den en a-linje, og sliplinje=

ligningen lyder
cosy ds + 2rde = Ynzdl : (6.4.1.1)

Her er v og r funktioner af s, som bestemmes af flydebetingelsen.

N T
Linjens tangentretning skal vare e - 7 - %.

Af (6.4.1.1) kan s bestemmes for en given sliplinje. Betragtes nem-~
lig et l=zngdeelement dl pad linjen, fas

cosy ds + 2rde = dl ’ (6.4.1.2)

Thz

wal = d(e - % « &= go - % o'ds (6.4.1.3)

4 2

hvor u er linjens krumning. Heraf f&s

Y - 2rn
as = 22" 41 (6.4.1.4)
cosy + ro'

1 '

= T..0' + u cosy

de = 2102 a1 (6.4.1.5)
cosy + re¢'
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Hvis linjen skal va@re en flytningsdiskontinuitetslinje mellem

to stive legemer, skal den "lokale" bevzgelse passe sammen

med den "globale", dvs. at den anden sliplinjeretning, b-ret-
ningen med retningsvinklen o + % + %, skal stad vinkelret pa

den relative bevagelsesretning. Det betyder for en relativ
translation, at o + % + % skal vare konstant. For en rotation
skal en ret linje gennem et vilkarligt punkt pa sliplinjen med
denne retning g& igennem det relative rotationscenter. Ogsi lin-

jens form bliver saledes bestemt af flydebetingelsen.

Idet afstanden til omdrejningscentret betegnes a, fas

d(e + % + %)~a = a(del+ % p'ds) = cosy dl
cosy dg .+ 2rde = Tno dl
da = dl singy
Heraf féas

¥ cosy

ds =Eg—§‘p;_2-§-riud1 (6.4.1.6)
2
cos”y 1,
a 2 % Tha

do = TR dl (6.4.1.7)
da = dl sing , (6.4.1,8)

Ved drejningen 7 fas dissipationen ved indsattelse af (01,02) =
(-s+r,-s-r) i (6.2.5)

dDp = an(r-s sing) 41 (6.4.1.9)

I de folgende afsnit findes flytningsdiskontinuitetslinjens form
og spendingernes variation langs denne for forskellige flydebe-
tingelser i et vagtlest materiale.

De flydelinjer, der vil blive fundet, vil ved multiplikation

med et tal ud fra deres tilherende omdrejningspunkt feres over i
andre flydelinjer, som opfylder de samme ligevzgtsligninger. Alle
dimensionslese forhold vil nemlig vere uazndrede (s§ lznge der ikke
er nogen rumvagt). Alle flydelinjerne indeholder siledes en arbi-
trer l#zngdeangivelse.
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Det viser sig for de betragtede eksempler, at selv mindre @ndringer

~af flydefladen medferer ret store &ndringer af de coptimale flyde-

linjer. Krumningen kan f.eks. skifte fortegn. Da alle flydeflader
er matematiske, simplificerede tilnmrmelser til neogle ukendte
flydeflader for de virkelige materialer, skal man derfor ikke
forvente at kunne finde alle de matematisk beregnede optimale
flydelinjer i et provelegeme efter brud.

6.4,2 Coulomb-materiale

Af Coulombs flydebetingelse (3.1), hvor ¢ og ¢ er konstanter, fés
r = ¢ cosyg + s singy (6.4.2.1)

Vinklen mellem sliplinjerne er konstant % + 9. Nar b-linjerne
g&r gennem omdrejningspunktet, bliver a-linjerne derfor logarit-
miske spiraler med stigningsvinkel ¢, dvs. i et polart r1e1—koor—
dinatsystem
61 tang
r, =r, e (6.4.2.2)

se figur 6.4.2.1. Hovedretningen bliver

e = o, + %? - % (6.4.2.3)

—
o o »

To

Figur 6.4.2.1 Optimal sliplinje for Coulombmateriale,
logaritmisk spiral.
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Spandingerne bliver

TEOEANY o ooory (6.4.2.4)

5 = (so+c cotple
Ved beregning af dissipationen bemarkes, at vi for alle spandinger
kan valge puhktet (01,02) = (¢ coty, ¢ coty), hverved den speci-
fikke dissipation bliver ¢ coty multipliceret med €, + €4, SOM er
lig med den specifikke volumenudvidelse. Dette gzlder ogsi for
den totale dissipation ved drejningen n:

D = c coty+AV

= 3 c nrl coty(e?V tanY_y, (6.4.2.5)
For ¢ = 0 £4s ved en granseovergang
D=c nrgv (6.4.2.6)

Resultaterne kan naturligvis findes ved indszttelse af (6.4.2.1)
og p' = 0, Tpp = 0 1 (6.4.7.6-9), ‘

€.4.3 Hijerne pi flydefladen

Ved et hjerne pad flydefladen i 0,0,-planen er ¢ diskontinuert, se
figur 6.4.3.7a. Det betyder, at-p' skal g& mod uendelig, hvorved
(6.4.1.6) og (6.4.1.7) giver ds = 0 og de = 0. Spendingstilstanden
langs sliplinjen er hermed hémogen. Indl=gges et retvinklet koordi-
natsystem med begyndelsespunkt i omdrejningspunktet og akser langs
hovedretningerne, ses det jvf figur 6.4.3.1b, at hvis sliplinjen
skal ga igennem P, skal den have tangentretningen PA, hvor trekant
OPA er ligebenet (£ POA = L PAD), PO og PA er nemlig tangenter til
sliplinjerne i P, og hovedretningerne skal vare vinkelhalverings-
linjer til disse retninger.

De kurver, der tilfredsstiller denne betingelse, er foruden koordi-
natakserne de retvinklede hyperbler med koordinatakserne som asymp-

toter

(6.4.3.1)

n
]

Xy
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o, A YT

a. b. B A

Figur 6.4.3.1 a. Hjerne pa flydefladen og b. tilsvarende
sliplinje (hyperbelgren).

Disse hyperbler blev fundet af Jesper F. Jensen, se [£1.1]1, ved
at optimere dissipationen som en funktional af flydelinjeforle-
bet mellem to givne punkter, dvs. efter optimeringsprincippet.

Da en homogen spzndingstilstand er i ligevagt, er dissipationen
i sliplinjen AB pd figur 6.4.3.2a lig med det ydre arbejde i
den ved drejningen, og dette er igen lig med det ydre arbejde
i linjerne AC og CB tilsammen, da ABC er i ligevegt. Dissipa-
tionen kan da findes som

y +YA x +xB

B A
D = n(u1(yB—yA) 5 - Uz(xA—xB) ——5——) (6.4.3.2)

Med udnyttelse af (6.4.3.1) kan dette skrives

2
Y
D =.1.2).(q1 x_‘; - U’2) (xi—xg) (6.4.3.3)
A
yA‘- YJ‘
YeT—}B
T,
2
Ya- C A a
Bl
‘,b T . — x 0 P x
a. XB XA b.

Figur 6.4.3.2 a. Beregning af dissipation i hyperbelformet
sliplinje. b. Formel beregning ud fra
kordens midtpunkt.
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Der indferes kofdelangden 1 af AB, afstanden a fra 0 til kordens

midtpunkt M og vinklen ¢ mellem korden Oé flytningen ved M, se % 6.4.4 Polygonal flydeflade

figur 6‘4j3:2b' Lan?s byperblen varierer vinklen mellem flytning ! Hvis flydefladen er en polygon i U1uz—planen, se figur 6.4.4.1a,
°9 flydelinje; den indferte starrelse w er en slags gennemsnit af : vil sliplinjen for de spandinger, der ligger pd linjestykkerne
denDEIVinKElf ' . ‘ mellem hjernerne, vare spiralbuer med hver sin stigningsvinkel,

se figur 6.4.4.1b. Imellem disse vil der vare hyperbelbuer, hvori

Da koordinatakserne er vinkelhalveringslinjer til vinklerne ‘ . . R
‘ ’ ) spzndingerne ligger p& de tilsvarende hjerner pa flydefladen.

mellem AB og OM {en egenskab ved hyperblen), er retningsvink-

. ' 3 .
lerne for OM og AB henholdsvis % + % og «-&1-[- - %. Heraf felger, at ‘0.2 o
*at%p = a cos(% + %){ YatVp - 4 sin(% + %)
2 2 P
. (o]
- = g, —y = in(tT + & Cc
X, =Xp 1 cos(z + 5); Yg¥y = 1 sin{z + ¥)
Indferes dette i (5.4.3.2),f3&s
1 ' B
D = 3 nla(01(1+sinu)—dz(1-sinu)) (5.4.3.4)
Ved sammenligning med (6.2.5) ses, at dissipationen i sliplinjen
AB kan beregnes ved at beregne (formelt) dissipationen i kordens
midtpunkt og multiplicere denne med kordens langde. A b

Hvis-kun punkterne A, B og O er givet, er hovedretningerne som ‘
Figur 6.4.4.1 a. Polygonal flydeflade.

b. Tilherende sliplinje bestéende af
spiral- og hyperbelbuer.

nzvnt vinkelhalveringslinjerne til AB og OM, hvor M er AB's
midtpunkt,og dissipationen er givet ved (6.4.3.4).

Da en hyperbelgren kun forlgber i et kvadrant, kan den hyperbel-
formede sliplidje kun anvendes, hvis vinklen mellem OA 69,05 pa
figur 6.4.3.2a ér spids. Den optimale sliplinje vi}) hvis vinklen punkterne taor fgy Tpar Feqre
er stump, ifelde Jésper F. Jensen besta af linjestykkerne AQ og Vaom1' YB1B2® VB2C1,...

OB.

Sliplinjens form beskrives ved afstandene fra O til overgangs-
.. og de enkelte buers centervinkler
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For en spiralbue fis af (6.4.2.4)

. -2v tang
_ A2B1 AB
sp = (SA+CAB cotwAB)e ~C,uB cottpAB (5.4.4.1)
vAf (6.4.2.1) felger
r.-r,
. B “A
Pup = Arcsin ———— : (6.4.4.2)
AB sA SA

Skaringspunktet mellem linjen gennem A og B og linjen 0,=0, pa
figur 6.4.4.12 har begge koordinater lig med

S, -5,

A°B "B
o COty = -
AB AB I, _rp

¢ A (6.4.4,3)

Heraf fas

a~%g 2 ‘ (6.4.4.4)

r by

B1 A
T o (6.4.4.5)
Taz 3

Dissirationen ved drejningen ﬁ om O £as herefter af (6.4.2.5)

.D =1 rz (s, - ié . 6
azB1 - 2 7 Fan!lSpTSp rs) ‘ (6.4.4.6)

For Iy = Iy (wAB = 0) bliver (6.4.4.4-6)
§,~5 '
_ 1 °A "B . . .
‘Vasg1 = 3 . (6.4.4.7)
B
r
?El = 1 (6.4.4.8)
A2

_1 2
Dagp1 = 3 1 Fap(sy~sg) (6.4.4.9)
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For en hyperbelbue £fis

It

P ¢
VB1E2 BC2 AB

- r.—-r
r IB

1 .
- = arcsin

1 :
5 arcsin - (6.4.4.10)
2 ScT5p 2 SR8,

i

2 er i polare (r,®1) - koordinater

A 1
Hyperblens ligning xy = 5 C

<
/51n291
= I 9.
eller med By = 7 5ot
—<
r =‘/cos¢

Dette giver

r=

(6-4.4.11)

Ved hjzlp af (6.4.4.11) og (6.4.3.2) fas dissipationen efter nogen
regning:
2
N I'ps

-1 N i - - - 6.4.4.12
Pp1B2 = Zeose,. ("BSIM(¥ncT¢ap) “Sp(COS¢ap cosype)) | )
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6.4.5 Beton, plan sp=ndingstilstand

;det beton antages at felge Coulomb's modificerede flydebetingel-
se, ses flydebetingelsen for plan spandingstilstand pa figur
6.4.5.%a. Der anvendes ¢ = arctan 0.75 = 37° svarende til k = 4,
samt en trakstyrke ft 2 fc/k. Den optimale flydelinje bestar af
to hyperbelbuer og en spiralbue som vist pé figur 6.4.5.1b. Spi-
ralbuens centervinkel bliver ifelge (6.4.4.4)

(6.4.5.1)

(f,.kf, ~f.)

(0,-fc)

Figur 6.4.5.1 a. Flydebetingelse for beton og b. til-
hargnde sliplinje med en spiral- og to
hyperbelbuer.

Forholdet mellem l=ngderne af de to radier, der begr=nser spiral-
buen er ifolge (6.4.4.5)

(6.4.5.2)
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Dissipationen i en kurve, som indeholder alle tre dele, er

2
nr, £ cosa cusa
D = 1 "¢ ( 1 1

B o
4 cOsy (k 51““2“

- ¢ e i -t
a x’ + 1 Slncz1 cosa,

Hexr er 2, vinklen mellem flydelinje og flytning ved begyndelsen
af kurven (hvor der er sterst tryk). a, er den tilsvarende vinkel
i kurvens anden ende. Der galder a, S¢S an. ¥y er azfstanden fra
omdrejningscentret til kurvens begyndelsespunkt. A og p er ind-
fert 1 (3.70).

'6.4.6 Tresca-materiale i plan spandingstilstand

Et Tresca-materiale er et Coulomb-materiale med ¢ = 0. Flydebe-

tingelsen i plan spandingstilstand ses pa figur 6.4.6.7a. I
hjornerne (61502) =1(o,—fy) og (d1,U2) (fy,?) haves henholds-
vis (s,r) = (3 £, 3 £,) 09 (sex) = -z i, 3 £, -
flydelinje kommer til at besta af en cirkelbue, hvis centervinkel
ifelge (6.4.4.7) er 1 (radian), samt en hyperbelbue pa hver side

af denne, se figur 6.4.6.1b. Hyperbelbuernes centervinkel er %.

Den optimale

ro = |

(0,~1y)

a.

Figur 6.4.6.1 a. Flydeflade for Tresca-materiale.
b. Tilsvarende sliplinje bestéaende af en

cirkelbue og to hyperbelbuer.
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6.4.7 Krum flydeflade

Da enhver flydeflade kan tilnzrmes med en polygon, kan den
nu behandles. En krum flydefléde kan dog ogsa behandles
direkte. Dette kan generelt geres saledes: Af sliplinjelig-
ningen (6.4.1.1) med Ypo = 0 findes o

o =[dé= -[9%§Eds (6.4.7.1)

Her er ¢ og r kendte funktioner af s. Angives kurven i et polart -

r1ew—koordinatsystem med pol i omdrejningspunktet, kan £y findes
af (6.4.4.5) og (6.4.4.11):

r,cos¢

1 _
ETO T ?—EEEGW (6.4.7.2)

Vinklen mellem fzrste hovedspandingsretning og radius vektor er

L.
T+E

= L.y
@y = e + 7t p (6.4.7.3)

og hermed er ry o5 @, fundet som funktioner af s, og kurven er
saledes fundet.

6.4.8 Von Mises-materiale i plan spzndingstilstand

For €t von Mises-materiale i plan spmndxngstllstand er flydebe-
tlngelsen, som er vist p& figur 6.3.2,

2 2 _ g2
o3 + o d1dz = fy (6.4.8.1)
Heraf f4s, da @, =-str, g, = ~5-r og ¥ o
1 2 2
r = — /f -5 : (6.4.8.2)
Vi vy
sing = r* = ] (6.4.8.3)
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Der indsattes 1 (6.4.7.1)

i}
]
—
l:s
1
[N
n

arctan ——S —— - arcsin —25 (6.4.8.4)
/ 7 £
3f§-4s V3 y

f

(6.4.7.3) giver

. s 1 ; s
= % arctan . - arcsin zif + 732 arcsin ————;—ﬂ;f
3f§—452 /35y V3£2-s%
2s (6.4.8.5)
= = -~ arcsin —
4 ﬁfy

Af (6.4.7.2) £&s med S, = ©

_ rcosy, (6.4.8.6)
a rcosg

Et retvinklet xy-koordinatsystem indlagges med begyndelsespunkt
i polen og r1—aksen som vinkelhalveringslinje i ferste kvadrant.

Kurven far heri parameterfremstillingen

T
--r1cos(e1 + Z)

k]
|

2s
O (6.4.8.7)

}
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y =1, sin(@1-+z)
2 .
N  (6.4.8.8)
382
Y
Ved elimination af 2s fé&s kurvens ligning
1
3fy
y4 + yzx2 - a4 = (6.4.8.9)

Denne kurve, som ses pa figur 6.4.8.1, er ogsd fundet af Jesper F.
Jensen i [81.1) ved optimeringsprincippet. '

>
X

Figur 6.4.8.1 Optimal sliplinje for et von Mises-materiale.

Tznkes punkterne O, A og B givet ved sterrelserne ri = [oal, r, =
|OB| og Av= L BOA, positiv nar OA er h@jre ben i wvinklen, er vink-

len fra x-aksen til OA Ve hvor

rg sin av
tan v, = {(6.4.8.10)
1 2
1

r., - cOs AV

3
F2

Kurvens ligning i xy-koordinatsystemet er (6.4.8.9), hvor

2 _ 2 _.
a® = ry sin v,
r‘
Ved at indsztte dl = - ET%G ds i (6.4.1.9) far man dissipationen

ved drejningen 7

- . 1 r .
b= 1)[r1r1 (Ging ~ S) 95

Z 75 -
s
2, = 2 2
.- za £ 2 £° - s
= -y Z > . 3 Y - Y . s)as
_ 4 _4.s 2,5/4 s
71 3(F ) (1 3(F 1)
Y Yy
21-|a2/ 1 3
3 " 4,5 .2.3/2 °%
(1 g(? )Y
Y
_ 2na2/ S - S2
3 =3 1 B o
\f-t? - an?
y Yy
Ved hjzlp af (6.4.8.7) og (6.4.8.8) omformes dette til
2
D=P_""_fx("_1_"_2)
V3 Y1 ¥
Xy X,
som med (6.4.8.10) og — = cot v, 0og == = cot(v, - Av) kan skrives
¥4 1 Yo 1
D=E¥|/;4+r4—2r2r2cos sy (6.4.8.11)
/3 1 2 172 ‘ TR

Den feolcende geometriske fremgangsmdde ferer til samme resultat, se
figur 6.4.8.1. Flydelinjen skal forbinde A og B, og rotationen skal
ske om O. Find punkt C p& OA, sa |oc| = [OB|. Find punkt D pa OB,
sa DC || BA. x-aksen for det koordinatsystem, hvori kurven har lig-
ningen (6.4.8.9),er nu parallel med DA. Dissipationen er
Mg ‘ ;
D = -f;_L loa|-[pa]
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6.4.9 Materiale med rette flydelinjer

Da spiralerne og hyperbierne krummer hver sin vej, er det muligt
at finde en konveks flydeflade, for hvilken de optimale flyde-
linjer er rette,

Af (6.4.1.3) fas, da x = 0

Herefter giver (6.4.1.2) med Yna = 0
cosy + ry' = 0

Med (4.10)-£fas

r"
cosyp + r m= [1]

1 -2+ " = 0 ‘ (6.4.9.1)
Lesningen hertil er, da |r'| 2 1

5=5
Lt (6.4.9.2)

NG
el .

r—rmcos(

m

(~SmSm)

(-sm+rm,-Sm=Tm )

{‘sm"'lzt‘rm 2" Sm ‘%rm )

Figur 6.4.9.1 Flydeflade med to cosinusbuer.
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Her er I °9 s, to arbitrare konstanter. Flydefladen bestar
altsd af de to p& figur 6.4.9.1 viste cosinusbuer. Den til~
svarende kurve i Mohr's plan har parameterfremstillingen

(g,t) = (-sm+rm(a+cosa sina), #* £ coszu) (6.4.9.3)
- I« < X
2-%-3
- » o
["sm:rm) +T

Figur 6.4.9.2 I Mohr's plan £3s to cylkoidebuer.

Den bestdr af de to p& figur 6.4.9.2 viste cykloidebuer. Her er
o vinklen mellem flydelinje og flytningsretning. Flydebetingelsen
udtrykkes ogsd i

(s,r) = (sm—rmu, T cosa) : (6.4.9.4)

Figur 6.4.9.3 Optimal, ret sliplinje. Beregning af
dissipation.
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Dissipationen f4s ved at inds=tte (6.4.9.4) i (6.4.1.9), og bliver
med betegnelserne pa& figqur 6.4.9.3

V2
- an : _ s a
D / Cosa (rm(u sina+cosa) Sm sina) g da
v, cos”a

2 coszv2 2 coszv

_s“{ 12 ~ 12 J)
2 cos va 2 cos v,

= %(;m(rg(v2+sinv2 cosv,) - 1:3(v1+sinv1 cosv.l))

2 2
-s, (r5 - r1J

Med denne flydebetingelse, vil en fastl=zggelse af de enkelte stive

2 ( (v2+51nv2 cosv, v,+sinv, cosv1)
a“n|r,

1

omr&der i en mekanisme, samt deres bevzgelser vere meget simpel,
da den enkelte flydelinjes form ikke afhanger af dens placering
i forhold til det relative rotationscentrum.

6.5 Rumvagt

Med rumvegten kommer en ekstra parameter med i sliplinjeligningen,
som for en a-linje bliver

cosy ds + 2rde = Ty, Al (6.5.1)

cos (o ~ % + %) + y. sin(e - (6.5.2)

y

ESE]
+
tobs

Tn2 = Tx

Bemark, at Tpo ©F runvagtens projektion i flytningens retning.
Det skal stadig galde, at tangenterne til b-karakteristikkerne
skal ga igennem omdrejningspunktet.

Med et givet startpunkt, samt linjens tangentretning og spandingen
her, kan linjen og dissipationen ved drejningen findes ved inte-
gration af (6.4.1.6-9).
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Hvis ¢ er konstant, bliver kurven en logaritmisk spiral med stig-

ningsvinkel g¢.

Ved knekpunkter pa flydefladen i 01U2—planen er ¢ diskontinuert.
ved at lade ¢' ga mod uendelig i (6.4.1.6-7) fas

ds = O (6.5.3)
_ Tn2
de = '2-'1:"" dl (6.5.4)

dy = lim ¢'ds

Ppro
. Y

= (2C9%¢ _ _n2) 4; (6.5.5)
. a r

Tilf=zldet ren translation og konstant rumvagt bliver her simpelt.
3

Det fds ved at satte i 0:
Y Y
= - .02 - D2
dg = == dl, do = 5= dl =

. 1 _
do + 7 dg = 0

Heraf fas af (6.5.2), at Ynp € konstant, og at linjens krumning

bliver

1
do - = 4
u:'__..__._e 2% _Im (6.5.6)
dl r

Da krumningen er konstant, er sliblinjen en cirkelbue med radius
r .

Yn2.
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7. Trykstyrken af st®nger ©g cylindre

7.1 Indledning

Trykstyrken af beton er gennem tiden blevet bestemt pa preve-
legemer af forskellige sterrelser og former. Mest anvendt er
terningen, ofte med en sidelinje pa 20 cm, og cylinderen med

en diameter pad 15 cm og en hejde pa 30 cm. Prevelegemerne an-
bringes i en provemaskine, evt. med mellemlzg af blede trafiber-
plader, og belastes til brud, terningen pad to modstiende sider
0g cylinderen pa& endefladerne. Trykstyrken defineres som brud-
kraften divideret med det belastede areal.

Det er velkendt, at tryksfyrken af en terning er starre end
trykstyrken af en betoncylinder med hpjdé/diameterforholdet h/d = 2.
Andre ting har dog ogsd indflydelse pi bzreevnen, f.eks. tryk-
pPladernes ruhed og stivhed. Den absolutte sterrelse af prevelegemet
pavirker ogsa styrken, jo sterre prevelegeme, jo lavere styrke.

Den sidstnavnte effekt kan ikke behandles i en rent plastisk model.
Indflydelsen af trykpladernes stivhed kan heller ikke findes i en
medel, hvor tejningernes og flytningernes absolutte sterrelse ikke
indgdr. Derimod kan ruheden af trykpladerne behandles med en pla-
stisk model, ligesom indflydelsen af prevelegemets form kan findes.
Disse parametre vil blive undersegt i de naste to afsnit. Afsnit
7.2 omhandler plan deformationstilstand svarende til tryk pd de to
modstdende sider af et langt prisme, og i afsnit 7.3 behandles ro-
tationssymmetrisk tilstand svarende til tryk p& enderne af en cirku-
ler betoncylinder, se figur 7.1.1. Det cylindriske prevelegene
horer sidledes hjemme i afsnit 7.3,.mens det terningformede ikke
beskrives eksakt nogen af stederne. Der kan dog angives visse

granser for dets bzreevne, se afsnit 7.4.

Ved at overfeore belastningen fra prevemaskinens lastplader til
prevelegemet gennem mellemlag af bled trzfiberplade opnas, at

sma ujzvnheder i betonens overflade ikke far indflydelse pd tryk-
fordelingen, som herved bliver mere javn. Der opnds herved en mindre
spredning pa forsegsresultaterne. Den blede plade vil dog ogsa
virke ligesom den svage mertelfuge mellem stzrke mursten, jvE.
kapitel 11: for at kunne overfere belastningen ma den pavirkes

med forskydningskrzfter i overgangen til betonen. Trykket bliver

herved sterre ved midten af pladen end nmr ved dens kanter.

Virkningen af denne kraftkoncentration pa betonprevelegemet
er, at bareevmen bliver lidt mindre, og at trzkstyrken mulig-

vis far indflydelse pa den.

a | b

Figur 7.1.1 Trykstyrkemodeller: a. plan deformations-
tilstand, b. rotationssymmetrisk tilstand.

7.2 Plan deformationstilstand

Der betragtes et langt betonprisme med sidelmngderne b-og h,
kaldet bredden og hejden. Prismet er belastet langs over- og
undersiden, dvs. siderne med langden b, med et tryk, som over-
fores gennem to uendeligt stive og stzrke lastplader. Trykket
pafores centralt og vinkelret pd sidefladerne. Prismets langde
er si stor, sA der kan regnes med plan deformationstilstand i
planer vinkelret pd prismets l®=ngdeakse. Trykket bliver herved
jevnt fordelt over langden og kan beskrives ved P: kraften pr.

l=ngdeenhed af prismet.

I overgangen mellem bheton og lastplade overferes nogle forskyd-
nings~ og normalspzndinger, t og o. Disse spandinger skal over-
holde en friktionsbetingelse med friktionsvinklen mp:
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lt] £ - ¢ tan s heje trykstyrke blive multipliceret med en sterrelse, som er
proportional med kvadratet pa sammentrykningen. For sma flyt-

Materialet er et Coulomb-materiale med den enaksede trykstyrke ninger vil bidraget siledes forsvinde i forhold til de evrige
fc ©g friktionsvinklen y. S& lange lastpladerne dzkker hele led, og det er derfor ingen fejl at negligere den slags punkt-
prismets side, vil der ikke opsta trazk i prismet, og lesningen vise tilsyheladende urimeligheder, s& lange der ikke regnes med
vil derfor veere uafhangig af materialets trakstyrke. endelige flytninger.
Hvis h/b 2 tan(z 5): er losningen simpel: bzreevnen er den Bzreevnen er her uafhangig af lastpladernes ruhed, da den ikke
enaksede trykstyrke multipliceret med det belastede areal: P = ‘ kraver overfersel af forskydningsspandinger til disse. Hvis
b f,. Mekanismen er ikke entydig. B3 figur 7.2.1 er vist fire imidlertid lastpladerne er helt glatte, fas den samme lesning,
forskellige muligheder. Co P=5D0 fc,ogsé for mindre vardier af forholdet mellem hejde og

bredde, h/b. I de evrige tilfalde, dvs. for h/b < tan(m + 3) og
¢p > 0, fas en mere kompliceret lesning.

P& flgur 7.2.2 er vist sliplinjefelterne svarende til ¢ = 37°,

Lf‘"““_:1 vy © 30° og henholdsvis h/d = 1,0 og h/d = 0,6. Kun den fjerdedel,
der ligger under og til hejre for de to symmetriakser, er vist.
E c B 4 H O E c BT
G
h
g 2
a b c d e i
A 1 F A
N di2 v o d/2 i
1 a b

Figur 7.2.1 sliplinjer og mulige mekanismer for

h/d > tan(% + 4

5) . Figur 7.2.2 Sliplinjefelter ved sammentrykning.

‘ ‘ v =37°% ¢ =30° a. h/a = 1,0,

I mekanismerne p& figur 7.2.1 b. og ¢., hvor to spidsvinklede b. h/d = 0,6.

kiler presses mod hinanden, bevages tilsyneladende noget stof

ind i noget andet, og dette er i modstrid med, at et Coulomb-

materiale ikke ved en plastisk deformation kan fa formindsket

sit rumfang. Man kan imidlertid tanke sig, at materialet har en

endelig, omend hej, trykstyrke ved deformation med volumenfor-

mindskelse. Nu sker sammentrykningen ved spidsen med denne tryk-

spaznding. Ved en evrevardiberegning p& denne mekanisme vil den
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Omr&de ABC er en trekantformet Rankine-zone, hvori der er homo-
gent, enakset tryk i lodret retning. ADC er en Prandtl-zone, hvis
centervinkel er begrznset af, at spzndingerne pa lastpladen ikke.
ma overskride flydebetingelsen her. CDE er en zone, sSom er be-
stemt af spiralen CD og symmetrilinjen CE. '

For h/d = 1,0 ligger punkt E p& den lodrette symmetrilinje, og
spiralens centervinkel i A er s& lille, at friktionsbetingelsen
langs lastpladerne ikke kommer i funktion.

For h/d = 0,6 er den lodrette symmetrilinje ikke ndet selv med
den maksimale centervinkel i A, og der m& derfor veare flydning
ogsd i en zone langs lastpladen. Spmndingerne her ma opfylde
friktionsbetingelsen, og med denne betingelse og symmetribe-
tingelsen langs linjen BC opbygges feltet, til den lodrette
symmetrilinje nas i punkt J. Da spandingerne langs AD er kon-
stante, og betingelsen langs AF er uafhangig af stedet, bliver
spendingerne i hele omr&det ADF homogene, og der fis en Rankine-
zone her. Dette medferer, at b-linjerne i omrade FDEG bliver
rette, og at EGH ogs4 bliver en Rankine-zone. Ved sma vardier

af forholdet h/b vil disse Rankine-zoner forekomme regelmassigt
langs linjerne gennem BC og AF. Hver af disse zoner vil dog vare’
mindre end den forrige, si deres indflydelse pa sliplinjefeltet
vil mindskes, nir feltet udvides mod venstre.
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Hvis ¢_ er tilstrazkkelig stor, dvs. hvis lastpladen er tilstrekke-
lig ru, vil flydningen langs denne ske med betonens egen flydebe-
tingelse. Lastpladen siges da at vare fuldstendig ru. Den vil da
blive indhyllingslinje for sliplinjerne. Hvis dette sker allerede
fra punkt A pa figur 7.2.2, vil Prandtl-zonens centervinkel CAD
vre % + %, og AD vil ligge langs lastpladen. Rankine-zonerne
ADF, EGH m.fl. vil da ikke eksistere, og feltet vil ikke inde-
holde rette sliplinjer udover dem i felterne ABC og ADC. Las-
ningen bliver et felt, hvis sliplinjer asymptotisk narmer sig

til cykloidekurverne i det passive felt, som er beskrevet i
afsnit 5.5 og vist p& figur 5.5.1.

Ogsa nar pladerne kun er delvis ru, vil sliplinjerne asymptotisk
narme sig til cykloide-kurver, men nu kun til kurver svarende til
en del af hejden pa figur 5.5.71. Kurverne vil indeholde rette
linjestykker, men deres langde vil g& mod nul.

Bzreevnen kan findes ved integration af spandingerne langs linjen
BC. I den ferste Rankine-zone vil spzndingen vare lig med betonens
enaksede trykstyrke, men derefter vil den vokse. I hver Rankine-
zone vil den dog, som tidligere navnt, vare konstant. Forskellige
verdier af h/b kan underseges ved at 'integrere fra B til forskellige

punkter pad linjen BC.

Bzreevnen er for y = 37° vist dimensionslest som funktion af h/d og
Wp pad figur 7.2.3. P& ordinaten er afsat den gennemsnitlige tryk-
spending divideret med den enaksede trykstyrke.

Som nevnt er spandingerne konstante i hver Rankine-zone i sliplinje-
feltet, jvi. figur 7.2.2. P& bzreevnekurverne pa figur 7.2.3 viser
disse Rankine-zoner sig som retlinede stykker. Her varierer middel-
spandingen altsd lineart med forholdet h/b. Hvis et af disse linje-
stykker forlesnges til sk=ring med ordinataksen (h/b = 0), vil den
skare netop i det punkt, der angiver spandingen i Rankine-zonen.

For et vilkarligt punkt pi en af bazeevnékurverne gzlder tilsva-
rende feolgende regel: Spandingen i det tilsvarende punkt i preve-
legemets vandrette midtersnit kan afl®ses i skeringspunktet mellem
tangenten til bareevnekurven og ordinataksen (h/b = 0).

For alle felterne for begrznset ruhed af trykpladerne galder, at
det ferste sted langs provelegemets vandrette midtersnit, hvor de

"adskiller sig fra feltet for fuldstendig ru trykplader, er en Rankine-
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zone, EGH p& figur 7.2.2. Dette betyder pa figur 7.2.3, at det
For at fastsla, at lesningen er en nedrevardi-lesning, skal det

forste stykke, hvor en tilsvarende bazreevnekurve adskiller sig
vises, at der overalt i legemet kan angives en statisk tillade~

fra kurven for fuldstandig ruhed, er en re- linje. Denne tange-
rer naturligvis den sidstnzvnte kurve. lig, sikker spandingsfordeling. Dertil mangler omridet under og
. til venstre for IJ, se figur 7.2.2. Dette er muligt uden sterre
problemer: sliplinjen IJ og symmetribetingelsen langs den lod-
rette symmetrilinje gennem J bestemmer netop et sliplinjefelt,
som dzkker hele det manglende omride. Forskydningsspandingerne
langs lastpladen vil i dette felt ikke overskride flydebetingel-

sen, nar de ikke gjorde det ved punkt I. Lesningen er altsé en

i
|
! nedreverdilesning.
!

! I virkeligheden vil spandingerne her dog ogsa afhange af de ela-
E e stiske egenskaber, sa de vil ikke nedvendigvis vare dem, der

; herer til sliplinjefeltet.

£
&
(=}

°

For at fastsla, at lesningen ogsa er en evrevardi-lesning, skal

spendinger. Dette er ogsd muligt. De to lastplader antages at
translatere mod hinanden. Herved far punkter pa IJ samme rent
9, =208 : \ : lodrette flytning opad. Flytningen af punkter pad symmetrilinjen
i BC er vandret. Langs IFA antages flytningerne at felge den asso-

X 1.5 §p=10° I A cierede flydelov, hvilket giver en relativ fjernelse af betonen
15 @pﬂoL;>~\ fra lastpladen under en vinkel med lastpladen pa ¢ eller N af-

hazngigt af, hvilken flydebetingelse der er aktuel. Betydningen
af flytningsbetingelsen her diskuteres senere i kapitlet. Nu kan
20 flytningen af ethvert punkt i sliplinjefeltet findes. I mekanis-
men bliver JIFA en flytningsdiskontinuitetslinje. Rankine-zonerne
bliver ikke deformeret. Flytningen af phnkt J er ikke entydig, da
de to stive kiler bevzges med hver sin lastplade ind 1 hinanden.

|
| der angives en mekanisme, der er i overensstemmelse med de fundne
{
|
H
i
i

N

o|=

o=

as 10 15 20 05

R ) . pa lesningen sdledes bade er en evre~ og en nedrevardi, er den
Figur 7.2.3 Bzreevnen af prisme af Coulomb-materiale en korrekt plastisk lesning.
med friktionsvinkel pa 37°,

. s : . . ' i b £ 1l ikk = inkel-
a. logaritmisk afbildning, b. linemr afbildning. Den relative bevagelse af lastpladerne behever ikke at sta vinkel

ret pd dem. Den mi danne en vinkel p& op til % + % med deres fzlles
normal, jvf. figur 7.2.le. N&r vinklen netop er % + %, bliver kun
‘den ene af de 'to grznsesliplinjer ved punkt J en flytningsdiskonti-

niitetslinje, men der vil vare teininger i samme omr&de som fer.
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Dér ma derimod ikke ske.nogen gensidig drejning af lastpladerne.
En sadan drejning vil nemlig medfere negativ dissipation i Ran~

kine-zonerne i den side, der sammentrykkes mindst.

Hvis materialerne overalt fulgte den associerede flydelov, ville
den relative flytning langs lastpladerne vare en fjernelse. Hvis
der derimod er tale om glidning langs lastpladerne, sker denne
fjernelse ikke, og hermed overholdes den associerede flydelov
ikke. Dette har dog ingen indflydelse P& bz=reevnen, Dette indses-

saledes:

For at en mekanisme kan dannes, md sliplinjefeltet i Prismet
strazkkes fra dets sider tillmidten. Dette er ikke muligt, uden

at sliplinjgfeltet udstrakkes til en del af prismets over- og
underside. Da der ved bruddet nedvendigvis ma& gke bevegelser her,
©g da betonen her bevages udad, mi spandingerne her opfylde frik-
tionsbetingelsgen [t[ =~ 0 tan y_, 09 T & vare rettet indad pa
betonen. Hermed er der givet tilstramkkeligt til, at spezndingerne
kan bestemmes overalt i prismet, og bereevnen kan beregnes. Dette
giver pracis de resultater, som allerede er fundet.

For at bruddet kan ske, er det altsd nedvendigt, at belastningen
har den tidligere fundne vardi. Da bzreevnen pad den anden side

ikke kan vare sterre end det, plasticitetsteorien med den asso-
cierede flydelov‘givez, ses det altsa, at bmreevnen er uafhangig
af'den'relative bevegelsesretning ved glidning langs lastpladen.

7.3 Rotationssymmetrisk tilstand

Preovelegemet er nu en cylinder, hvis diameter kaldes d, og hejde
h. For h/d > tan(% + %) og for y_ = 0 fas ligesom i afsnit 7.2
det simple resultat, at bzreevnen bliver P = n/4d2fc svarende til
homogent enakset lodret tryk i hele cylinderen.

For lavere cylindre leses problemet analogt med lesningen i afsnit
7.2 Imidlertid kraves der for et cylindrisk prevelegeme som navnt

i afsnit 5.9 en vis forhandsviden om ringspandingen Oye Denne fin-
des saledes: Ved deformationen vil et stift legeme ved hver tryk-
plade translateres langs rotatiohsaksen, mens resten af materialet
presses bort fra denne. Ringtejningen Eq bliver da positiv overalt,
hvor der er tejninger. Dette medferer, at Gy = 0y > oy i flydeom-
radet.
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Med denne viden kan spazndingerne bestemmes i samme rzkkefelge
som for det plane tilfzlde. Imidlertid bliver kun den ferste
Rankine-zone stadig en Rankine-zone, mens de rette linjer i
Prandtl-zonen og i de efterfelgende Rankine-zoner ikke langere

bliver rette.
Bareevnen er angivet pa figur 7.3.1. Mens en kurve for kunne
bestemmes ved integration i kun et sliplinjefelt, kraves der nu

et felt for hvert punkt pa kurven.

2.0

20 0S 10 15

Bareevne af cylinder af Coulomb-materiale
med friktionsvinkel 37°. a. logaritmisk
afbildning. b. linee=r afbildning.

Figur 7.3.1
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Ogs& her kan der angives spandinger i de.stive omr&der midt for
trykpladerne, og ogsé her kan flytningerne findes. Tejningerne
vil dog kun vere nul i de stive legemer midt for trykpladerne
og ikke i de yderste Rankine-zoner. Lesningen er altsd igen en
teoretisk korrekt lesning.

Deforhationsmulighederne er sterre end i den tilsvarende plane

model. Udover translationen i en retning, som danner en vinkel

pa op til % + % med lodret, kan laskepladerne nu ogs& paferes
. en begranset, gensidig drejning.

Fra [74.1] haves den p& figur 7.3.2 viste, empirisk fundne kurve
over den relative bareevne af betoncylindre som funktion af h/d.
I forhold til denne kurve giver figur 7.3.1 en undervurdering

af bzreevnén for 2 > h/d > ¢a. 1.1 og en overvurdering uden for
dette interval.

? relativ cylindertrykstyrke

]

2,0

1,8

1":

A

1,2

1,0

P |

0,8 : h/d
(1) 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3.5 4,0

Figur 7.3.2 Cylinderstyrkens variation med hejde/diameter-
forholdet ifelge (74.1].

For h/d > 2 angives en faldende kurve p& figur 7.3.2, mens den
plastiske losning er konstant. Som Arsager til denne uoverens-
stemmelse kan angives den statistiske effekt, at de forskellige
brudmider, se figur 7.2.1,vil medfere brud i "kazdens svageste
led", som vil vare svagere end "middelstyrken", nar der er flere
led.

Endvidere ses altid en sterrelseseffekt som forklares af Hillerborg
[78.2]1 ved brudlinjernes endelige bredde og forholdet mellem denne
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udstrazkning og konstruktionens sterrelse. Jo sterre konstruktion,
jo dérligere mulighed for at udnytte brudlinjernes "plasticitet™.
Hillerborg arbejder ganske vist med trzkforseg, men dels kan de
samme sterrelseseffekter udmzrket findes for tryk, og dels har vi
her to positive o0g en negativ hovedteining, hvorved der ved bruddet
sker en kraftig opspaltning af betonen.

Den laveste cylinder, hvis bmreevne netop er den enaksede tryk-
styrke gange tvarsnitsarealet, har som navnt hejden h = d tan

(% + %) = d/f = 2 d for beton. For denne cylinder skal flyt-
ningerne findes. Det antages, at der ikke sker gensidige flytninger

langs lastpladerne.

Forst antages, at lastpladerne translaterer stykket U, mod hin=-
anden uden drejning. P& figur 7.3.3 er vist en mekanisme, hvor
alle bevagelserne sker i en plan. De to "bispehuer", dvs. lege-
merne ved lastpladerne, bevages u, mod hinanden, mens de to

ovrige legemer bevages uo/f fra hinanden.

/’;\

7.3.3  Plan flydemekaniéme i betoncyiinder.

For at opna et rotationssymmetrisk flytningsfelt erstattes uj
med duo, og mekanismen antages at forega for enhver plan gennpem
cylinderens akse. Hermed kan flytningerne integreres, og man

far folgende vardier:
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) VK ug 22 22
S 7 ™ V-m=e =5 2T
kr kx
z2
>
0 . v krz f |
(7.3.1)
Uy 2 22 <
-=— Arc¢sin ==
I It [V, kr?
z
-uoz Z2 >
’ -
2|z krz
ue =0 J

Flytningerne, der ses p& figur 7.3.4a, er her beskrevet i et
(¢,9,z)-cylinderkoordinatsystem med begyndelsespunkt i cylin-
derens midtpunkt og z~akse i ¢ylinderens akse. Nar der ses bort
fra cylinderens midtpunkt, hvor flytningen ikke er entydig, er
flytningerne kontinuerte. Flytningerne er konstante langs enhver
linje gennem begyndelsespunktet. Tejningerne er nul i de to stive
kegler, der strzkker sig fra lastpladerne til cylinderens midt-
punkt, og forskellige fra nul uden for disse kegler. For et punkt,
som udefra nermer sig til en af linjerne (keglen) z = /Fr, gar
tojningerne mod uendelig.

Den mindste tejning i de deformerede omrader fas for (r,z) =
1 ) : .
(5 d, 0), hvor d er cylinderens diameter. Her fas af (7.3.1):

2
_ Yo
e = -

z n/kd

I modsztning til situationen ved plan deformationstilstand fas
der altsd her egentlige tejninger overalt uden for de stive
legemer, der foelger med hver lastplade. Dette giver mulighed
for ogsd en gensidig drejning af lastpladerne. Hvis nemlig de
to stive dele drejes en vinkel o i forhold til hinanden, vil
tejningen i de deformerede omrider pa hver side blive
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/

Figur 7.3.4 a. Rotationssymmetrisk deformeret betoncylinder
med b/d = 2. b. Deformation som ved plan defor-
mationstilstand.

Kravet om positiv dissipation overalt bliver her ensbetydende
med

2 u
0+“‘“§""“‘<.0

n yka  2/k

max{uz+uz,a}*— =

u_ > md
o 2F
a

Dette betyder, at den gensidige flytning kan beskrives ved en
drejning om et punkt i cylinderens midterplan, som ligger mindst

% d fra cylinderens midtpunkt.



- 04 u

Ligesom ved plan deformationstilstand kan der ogsd ske en gensidig
flytning af lastpladerne, som ikke gar i cylinderaksens retning.
Den sterste afvigelse herfra fas, néar flytningen danner vinklen
% + % med cylinderaksen. Deformationerne bliver da koncentreret i

en flytningsdiskontinuitetsplan, som tangerer de stive kegler.

Pa flqur 7.3.42 er skitseret et legeme deformeret efter. {7.3. 1),
og pd figur 7.3.4 b er skitseret de flytninger, man fir ved at
overfpre flytningerne fra den plane deformatlonstllstand direkte.

I omradet uden for de to stive kegler fas for den sidstnavnte
mekanisme, at tejningerne i planen gennem rotationsakéen, Er'
E, 09 Y ,s er nul, mens ringtcjningen £, er positiv. En evre-
vardlberegnlng af bareevnen pad grundlag af disse flytnlnger

giver et middeltryk pa endefladerne pa

P+ = fc + k ftd,

hyvor £ +q_ e~ trekstyrken ved enakset deformationstilstand, 0 < ft
2 ftd bt ; fc. Da den rigtige lesning er p = fc' fds altsi en
overvurdering af bareevnen, som er proportional med trakstyrken,

Pd grund af et forkert sken af flytningerne.

Der er dog fare for endnu sterre fejl. Det ses nemlig, at f£lyt-
ningerne bort fra aksen er ca. dobbelt s& store i evreverdi-
mekanismen pd figur 7.3.4b, som de er i den korrekte lesning pa
figur 7.3.4a. Flytningerne er faktisk nejagtig dobbelt s& store
som middelflytningen i den korrekte lesning. Det betyder, at
virkningen af et ydre modhold imod radizre flytninger, f.eks. en
ringarmering, vil blive overvurderet med en faktor 2.

Man skal derfor ved evrevardiberegninger vare opmerksom pa, ikke
alene at man overvurderer bzreevnen, hvis de skennede flytninger
er forkerte, men at man specielt overvurderer indflydelsen af
trzkstyrken eller trzkstyrkeerstattende armering, hvis traktej-
ningerne skennes for store.

7.4 B=reevnen af en terning

Ved deformationen af et terningformet trykprevelegeme er der hver-—
ken plan ellér rotationssymmetrisk deformationstilstand. Den teo-
retiske bzreevne er sterre end trykstyrken gange sidearealet. Den
kan ikke findes p& simpel vis. Der kan dog angives b3de en nedre-
©g en evrevardi for bzreevnen ud fra resultaterne for det cylln—
driske prevelegeme.
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Forst udledes en nedrevardi~lesning. Terningen kan inden 1 sig
rumme en cylinder med samme hejde og diameter. Denne kan, som
uden nogen udvendig stette overfere en

I omraderne uden for cylinderen kan
Af dette fas en middelspanding pa

det ses af figur 7.3.1,
middelspending pad 1.27 x fc.
overferes en spaznding pa fc.
terningens side pa

- L . = 7.4.1
Prey = (3% 1.27 # 1 -5 £.=1.21 £ ( )

En evrevardiberegning kan tage udgangspunkt i lesningen for h/d
1//_. En cylinder med denne hejde indeholder hele terningen, og
lesningen angiver da en flytning overalt i terningen. Af disse
flytninger kan beregnes en evrevardi af bazreevnen. Denne bliver
p+ter=2.3fc (7.4.2)
Af disse to vardier er nedrevardien givetvis den mest palidelige.
Den fejl, der gewres i nedrevardien, er, at omradet med spzndinger
over den enaksede trykstyrke ikke gar langt nok ud imod terningens
hierner. I disse omrdder synes der dog ikke at vare muligheder for
store zndringer af spmndingsfordelingerne, da det er svert at
skaffe det nedvendige "sidetryk" her. Derfor ligger den virkelige
vardi nzppe langt over nedrevardien. Et sken for denne er felgende

interval

Ppap = 1-5 £, ¥ 158 (7.4.3)

Et erfaringstal for terningstyrken er ca. 1.25 gange cylinder-

styrken. Denne lidf lavere vardi kan vare resultatet af, at tej-

ningerne i terningen varierer endnu mere, end de geor i cylinderen,
og at det derfor er svarere at opna den teoretiske styrke, jvE.
kapitel 15. Afvigelsen kan ogsd skyldes, at betonen muligvis ikke

opfylder normélitetsbetingelsen, jvE. kapitel 16.
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§. Spaltning
8.1 Indledning

o WG

a b

Figur 8.1.1 Prisme belastet til spaltning

Der betragtes et uarmeret, vagtlest betonprisme med hejden h og
bredden b belastet langs to sider over for hinanden med to krzfter
P rettet mod hinanden, se figur 8.1.1. Belastningen paferes gennem
stive lastplader med bredden a. Prismets og belastningspladernes
udstrakning vinkelret p& planen er sd stor i forhold til h, at

der kan antages plan deformationstilstand i prismet. Da ret store
dele af prismet, som vi skal se, ikke far plastiske tejninger ved
bruddet, er den hertil nedvendige langde ikke s@rlig stor. P regnes
pr. lengdeenhed wvinkelret p& figurens plan.

Om prismets bredde b antages blot, at den er s& stor, at den ikke
har nogen indflydelse p& bareevnen. Den hertil nodvendige bredde
vil blive undersegt senere i dette kapitel} Hvis bredden er mindre,
‘kan den aktuelle mekanisme vare en, hvor brudzonerné fra en last-
plade ikke gar igennem til den anden lastplade, men ender ved en af
prismets sider, dvs. at det bliver en "hjbrneafbrakningsmekanisme“.

Disse underseges narmere i kapitel 9.

8.2 Qvrevardilesning

En evrevardilesning pé& problemet blev givet af Chen & Drucker i
[69.1]. Den udledes af den dobbeltsymmetriske mekanisme pd figur
8.2.1a. Prismet deles af de viste
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A 4

v I Vi E"

o

Figur 8.2.1 Spaltning. @vrevardimekanisme

fem rette flydelinjer i fire stive legemer, hvis bevegelser kan
beskrives ved, at II og IV translaterer V2 bort fra hinanden, og
I og III V1 mod hinanden. Den relative bevagelse V af I i forhold
til II er en translation nedad og bort i en retning, som danner
vinklen ¢ med flydelinjen. Heraf fas jvf. figur 8.2.1b

Vy = Vecos (Bte); V, = V sin (p+p)

Dissipationen bliver

D= ft(h - a cotg)+ 2V sin (B+y)

1-sing 2a_ |
+ 2 fc sing v

Det ydre arbeijde bliver

A, =P « 2V cos (g+g)

@vreverdisatningen giver nu
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a 1-sing

- . h .
P = SThE cos(8+w}( 5 fc+ Sln(B*w)(g 51ns—coss)ft) (8.2.1)

Da det er en evrevardilesning, skal udtrykket minimeres med hensyn

til e. Hvis trmkstyrken er nul, f&s den eksakte lesning for s = X - &

4
P = a fc
I andre tilfxlde kan g findes af
, h A
- 1 a cosg

cotsa tany + cose 1+ S - (8.2.2)
“c 1-sing _ sing
ft 2

Hvis den heraf fundne vardi af B opfylder cotpg 2 g,kan bareevnen

skrives
- h .
P =a ft(E tan(28+p) - 1) (8.2.3)
Ellers m& g findes af

cotg =

wiT

og bareevnen findes af (8.2.1).

8.3 Korrekt lesning

Den eksakte lesning blev givet af Izbicki i [72.1]1, se figur 8.3.1.

/ \
{
/

!
i
!
I
]

f
|

N U

Bmin
—_min
Figur 8.3.1 Spaltning. Korrekt mekanisme. Kun halvdelen af

prismet er vist.

Den indeholder en sliplinjezone under hver lastplade. Normal-
spzndingen pa prismets lodrette symmetrilinje er negativ lige
under lastpladen. Herfra stiger den, til den nar trakstyrken.
Fra det punkt, hvor dette sker, udgar én trzkflydelinje til
det tilsvarende punkt i zonen ved den anden lastplade.

Bzreevnen, som f&s. af denne lesning, er vist p& figur 8.3.2.

For meget sma vardier af a/h vil der kunne ske et lokalt brud

under en af lastpladerne uden spaltning af prismet. Den belast-

ning, hvorved dette sker, er “"fundamentsbareevnen" givet af .Prandtl
£

P _"c mtang_
a = k-1 (ke "
05
P

hf,
0.4

= 13.7 £ (8.3.1)

03 01
0.5
0.2

021

L
%

1
0. Qm

Qo5

0

p=ad =]

0 6 02 03 04 05
Figur 8.3.2 Bzreevne ved spaltning

Denne lesning giver den rette linje gennem origo pd figur 8.3.2

Indtil nu er lesningen en ufuldstandig lpsning af den type, som
er meget almindelig inden for geoteknikken: Sp=ndingerne er givet
i de omrader, hvor der ved flydningen forekommer tejninger for-
skellige fra nul. De resterende omrader er hver for sig i lige-
vagt. Der kan findes flytninger og tejninger, som svarer til de
fundne épandinger. Imidlertid er spzndingerne ikke fundet uden
for flydeomraderne, og det vides derfor kun, at lesningen er en
avreverdi-lesning.

Izbicki har selv angivet spzndinger i omr&derne uden for flyde-
zonerne vgd at benytte det samme princip, som Bishop [53.1)

brugte til at vise, at Prandtl's fundamentslesning ikke kun er

en evrevardilesning, men er en teoretisk eksakt lesning. Princippet
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er, at spandingerne i ethvért punkt enten antages i flydning eller
nul. Hvor dette princip benyttes, angiver det samtidig den mindste
storrelse af de omkringliggende dele, som gor lesningen eksakt, -
idet delene med spandingen nul kan fjernes, uden at lesningen
andres.

P4 figur 8.3.1 er punkteret vist det nedvendige omrade. Prismets
nedvendige bredde bmin er lig med a for ft = 0, og den vokser
med ft' Den vil formodentliy aldrig blive sterre end h.

En sammenligning mellem Izbickis lesning og evreverdilesningen
viser, at evrevardien i nogle f3 tilfzlde kan give op til 40%
for store vardier, men overvurderingen er hejst 6%, nar a/h » 0.05

og ft < 0.1 fc.

8.4 Spaltefdrseg pa betoncylindre

Betons trakstyrke underseges ofte indirekte gennem et spalteforseqg,
hvor

Figur 8.4.1 Spalteforseg med betoncylinder

en cylinder belastes langs to diametralt modsatte frembringere,

se figur 8.4.1. Hvis lastpladebrédden'a er mindre end en tiendedel
af diameteren d, vil normalspazndingen i symmetrisnittet gennenm
belastningerne med hejst 1% fejl ifelge den lineazre elasticitets-
teori vere et javnt fordelt trak af sterrelsen

(8;4.1)

ENTN)
Qs

g =
X

suppleret med en koncentreret overforsel af tryk'ved lastpladerne,
se [75.2]. '
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Hvis betonen er line=r elastisk helt til brud (i trzk), kan bare-
evnen af spalteforseget ikke vere sterre end det, man far ved
at satte o, = ft' Den kan derimod godt vere mindre, hvis der

X
sker tryk/forskydningsbrud lige under lejepladerne.

Bareevnen er saledes ifwlge elasticitetsteorien mindre end eller
lig med det, den rette linje pd figur 8.4.2 angiver.

P
dfe
0,24
=01
0.1
005
0025
elostisk IL
) ) ) fe

+

005 01 05 02 025

Figur 8.4.2 Spalteforsegets styrke afhangigt af trzkstyrken

De wvrige kurver pd figuren er den plastiske bareevne beregnet fra
figur B.3.2. Det ses af disse, at lastpladebredden har stor ind-
flydelse . pa den plastiske losning, mens den som navnt nasten

ingen indflydelse har pa& den elastiske lesning.

Da den plastiske lesning for en given flydeflade giver den absolut
hojeste opndelige bareevne uvafhangigt af elastiske egenskaber,
flydelove m.m., galder de dele af den elastiske linje pa figur
8.6, der ligger over den tilsvarende‘plaéfiske kurve, ikke. Der
vil da ske trykbrud for en mindre belastning.

Gravesen og Krenchel har lavet en serie forseg refereret i [72.2].
De har lavet trykstyrkebestemmelser med betoncylindre med diameter
150 mm og hejde 300 mm, trazkstyrkebestemmelser med cylindre

med diameter 140 mm og hejde 700 mm med indstebte armeringsjern

et stykke ind fra hver ende, og spalteforseg med de samme cylindre
som trykforsegene. Ved spalteforsegene belastedes cylindrene gennem
mellemlag af hard fiberplade, 15 mm bred, tildannet efter cylindre-

nes krumning.
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Af disse forseg er bl.a. fundet kurverne (a) og (b) pa figur 8.4.3,
som angiver henholdsvis den enaksede trakstyrke Qg spaltetrak-
styrken som funktion af trykstyrken. Ved spaltetrakstyrken skal
her forstds den vardi, formel (R.4.1) angiver.

De to kurver kan sammenlignes ved hjzlp af kurverne p& figur 8,4.3.
Af kurve (&) bestemmes den spaltetrazkstyrke, en ideelt plastisk

beton skulle have, kurve (c), og af kurve (b) bestemmes den enaksede

trazkstyrke, kurve (d), betonen skulle have for at give spaltetrak-
styrken pa kurve (b).

Forholdet mellem ordinaterne p& kurve (b) og (c¢) er den faktor A

hvormed man skulle reducere betonens trykstyrke og enaksede trak-
styrke for at fa kurve (b). Forholdet mellem ordinaterne pa kurve
(d) og (a) er, den faktor Vi hvormed man skulle reducere betonens
enaksede trmkstyrke for at f& kurve (b). Ve 0g v, er vist pa
figur 8.4.4.

I den plastiske lesning forudsattes en jevn spanding under last-
pladerne. Hvis de anvendte trafiberplader ikke er i stand til at
overfore det konstante tryk over hele fladen, men fa&r et storre
tryk ved midten end ved kanterne, bliver bareevnen mindre. Hvis
der tages hensyn hertil ved formelt

MPa S f,

fe
0 0 20 30 40 S0 60 MPa

0 + + +

Figur 8.4.3 Trakstyrkens og spaltetrakstyrkens afhangighed
af trykstyrken
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1
\-'-—n— V:'
0.8
‘ “ﬁﬁ‘\\ v,
0,61 ]
\ ft
0

0 10 20 30 40 50 60 MPa

Figur 8.4.4 Spalteforsegets effektivitet

at reducere lastpladebredden med en faktor 0.8, fares kurve (c¢)
over i kurve (e), som ligger meget tzt pa (b). Med denne modifi-
cerede bredde kan forskellen mellem spaltetrazkstyrken og den
enaksede trakstyrke altsd forklares ved, at betonen antages
idealt plastisk, ogsa i trak.

Selv om betonen ikke er idealt plastisk i tryk og i endnu mindre
grad i trak, ses det altsa, at en plastisk tolkning af spalte-
forseget giver en bedre overensstemmelse mellem de forskellige
trakétYrkemélinger, end man kan opna med en linear elastisk
tolkning. Uoverensstemmelsen er faktisk si lille, s& en moderat
&ndring af den regningsmassige lastpladebredde fjerner den.

Afhengigheden af lastpladebredde og af forholdet mellem trak- og
trykstyrke er behandlet af Nielsen og Jensen i {75.27.

Da bzreevnen ved spalteforseget afhznger af lastpladebredden, kom-
mer spaltetrzkstyrken ifelge (8.4.1) ogsad til at afhange heraf,
hvilket er en uheldig egenskab ved forseget. Bazreevnen afhanger
nemlig sd ogsa af stivheden af lastpladerne, eksempelvis om de er
af stal eller trafiber, og hvordan deres kontakt med betonen er..
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9. Koncentrerede krzfter pad betonprismer

9.1 Indledning

I o
9
"

}

it

Figuru9}1.1 Koncentreret kraft pa betonblok

AT e e

En rektangul=zr betonblok med hejden h hviler pad et glat, vandret
underlag, se figur 9.1.1. Den er belastet lodret langs en strim-
mel af bredden 2a gennem en stalplade. Afstanden fra midten af
lastpladen til den nzrmeste kant kaldes b, Belastningen pr.
lzngdeenhed vinkelret p& planen i figur 9.71.71.a kaldes P. Idet
blokkens egenvagt negligeres, ¢nskes bareevnen bestemt. Ligesom

i spaltningsproblemet kapitel 8 antages plan deformationstilstand.

Hvis b er tilstrmkkelig stor, vil hele blokken spaltes ned til
underlaget, og bareevnen findes som i kapitel 8, idet underlaget
svarer til den vandrette symmetrilinje pad figur 8.1.1.a. Det, der
har interesse her, er de tilfzlde, h&or flydezonerne strzkker sig
fra lastpladen og til siden af blokken, oy bareevnen bliver af-
hangig af b. Ligesom i kapitel 8 udger fundamentslesningen

P

£
—2% = =5 (ke™Aoq) = 13,7 £ for k = 4,9 = 36,9° (9.1.1)
I

en evre grense for b=reevnen.

I det naste kapitel vil der blive fundet nogle evrevardilesninger.
Den korrekte lesning bliver vist i kapitel 9.3, De bedste avre-
verdilesninger sammenlignes i kapitel 9.4 med nogle forsegsresul-
tater.

9.2 @vrevardilesninger

Den simpleste ovrevardilesning er en, hvor der dannes en ret fly-
delinje fra kanten af lastpladen til siden af blokken, se figur
9.2.1. Det trekantede legeme

Figur 9.2.1 Mekanisme med én ret linje

ABC translaterer & i en retning, som danner vinklen ¢ med
flydelinjen AB. Mekanismen har én frihedsgrad, vinklen v.

Dissipationen bliver

_ 1-sing b+a
D= £, 2 b Sosv

Det ydre arbejde bliver
A = Pisin({v—g¢)
v ¢
@vreverdisztningen giver

= A = >
Y

fc(b+a)(1-sin¢)
" Zcosv sin(v-¢)

o
|

. T
Dette udtryk minimeres med hensyn til v for v = 7 + %:

P o= fc(b+a) (9.2.1)
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Lesningen svarer til det enaksede tryk fc over hele stykket AC.

Da lasten pa AC virker nzrmest A,vil vi kunne f& et sterre
ydre arbejde og dermed en lavere gvrevardi ved at indfere en
drejning med uret af ABC, hvorved flytningen bliver sterre '
ved A end ved C.

0 v,
}—Vzrﬂlp
C /A
B
\
77777, T ITTII 7777777
Figur 9.2.2 Mekanisme med logaritmigk spiral
En sadan mekanisme ses pa figur 9.2.2. Legemet ABC roterer vinklen
w-om O. AB er her en del af en logaritmisk spiral med pol i 0 og
stigningsvinkel y. Mekanismen har to frihedsgrader reprasenteret
af vinklerne v, 09 V,- @vrevardisatningen giver '
Ay = P(rocosv1—a)m
2 2v.tany
D = EE * ig (e 2 -1)a
T k=1 2
Afstanden r_ = |0A| findes og elimineres:
. a+b
ro = v,tang
cosv,-e 2 cos(v1+v2)
p=2a, =
_ fc(a+b)
P 2
2(k-1)cos vy
2v2tan¢
e - cos (v,+v,) v,tan (9-2.2)
cos(v1+v2) vztanw, a 14+v5 Jtane

- COSY Y (-zrp (- cosv, e ))
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Dette udtryk skal minimeres med hensyn til vy 09 v,. Den heraf
fundne bzreevne fremgir som den everste krumme kurve pa figur
9.2.4.

De hidtil betragtede mekanismer har givet bareevner, som var
uafh#ngige af trazkstyrken. For et modificeret Coulomb materiale

i plan deformatibnstilstand bestar den optimale flydelinje mellem
to stive legemer af en spiralbue og/eller en hyperbelbue, javnfer
kapitel 6.4.4. En mekanisme med disse kurver er vist p& figur 9.2.3.
Her er AB en del af en logaritmisk spiral med pol i 0 og stignings-
vinkel ¢, og BC er en del af en retvinklet hyperbel, hvis asymp-
toter skzrer hinanden i 0. '

=]
>

_bro

{

M ihi i tctcttstscssssws

Figur 9.2.3 Mekanisme med spiral og hyperbel

De to kurver har falles tangent i1 B. Mekanismen har tre friheds-
grader, der kan valges som vinklerne Vir Vo, ©9 vs- Afstanden

|oa] = r er

r, = atb . . (9.2.3)

_ TOsy ' v,tang
cosv1 cos(v1+v2+v3) cos(¢+2v3) e 2
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Det ydre arbejde og dissipationen er
Ay = P(ro cosv1—a)mv (9.2.4)
F)
(a+b)fc
1
>0,1 /
O'L// g
08+

J’
00

€

N

06

0.4

02
_a
a+b

0 0.1 0.2 0.3 0,4 05

Figur 9.2.4 Bareevne fra mekanismerne pi figur 9.2.2 og 9.2.3

0

2
f r 2v, tang
_ TcTow 2
D=1 (@ =1
2v.tany cos (g+2v )cQsz(E .
+ 22 " 2Nk £ ) 3 172, .
27e t e cosy sinz(E _% ¢!
g~ 72" Y .
efeinl ® _ B, _coOs L 2.m
TsInTg = P - Ces(eravyy SN g - 3 - vah) (9.2.5)
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Den bazreevne, der findes heraf, minimeres (numerisk) med hensyn
til Vir Vv, 09 v3f Resultatet bliver kurverne pad figur 9.2.4.
Disse udger saledes den bedste evreverdilesning med kun to
stive legemer. Det bemzrkes, at for a = b og for ft = o fé&s

P = 2afc, hvilket er den teoretisk korrekte bareevne i disse
tilfzlde.

@vrevaerdien kan dog forbedres yderligere. Betragtes nemlig

F)
D A
R>

\*:

“Tr,

\ Figur 9.2.5 Ligevagt af afbrazkket hjerne

ligevagten af ABCD fra figur 9.2.3, se figur 9.2.5, ses det, at
da bzreevnen afhznger af afstanden b til kanten af pfismet, ma
der vare en trykkraft R, n&r C. Der md ogsa, for at brudbetingel-
sen kan vare opfyldt ved A, og fordi kraften spredes ud under
lastpladen, vare en vandret trykkraft R2 ved A. For at hele
legemet kan vere i ligevagt, md der sa vare et trazk mellem R1

0g Rz' Dette er reprasenteret af R3.

Mekanismen p& figur 9.2.6 opfylder disse kvalitative krav. Her

er BCGFD et stift legeme, som roterer v om B mod uret. BD er

sdledes en trzkflydelinje. I ABC antages en homogen t@jnings-
tilstand svarende til enakset lodret tryk; der galder «3CA =

£ BAC = % - %. EDF translater nedad i en retning, som danner

vinklen ¢ med ED. Den relative bevazgelse af EDF i forhold til

BCGFD er en rotation om H, hvor vinklen mellem HB og ED er.% - @.

DF er derfor en del af en logaritmisk spiral med pol i H oy stignings-
vinkel ¢. Denne mekanisme har fire frihedsgrader, idet den er
fastlagt ved f.eks. Sterrelserne < GFH, |HF|, < FHD og |HE|.
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Beregningerne kan foretages siledes, idet punkterne beskrives
i det pd figuren viste koordinatsystem:

A

VO 7 Pl 777777 77 7777 77 77777

Figur 9.2.6 Mekanisme med trzkflydelinje

-
|HD, - {HF[ e —-ZFHDtangy

'X; = b-2a-|HF|cos«GFH

Yy = —|HF| sin <GPy

Xp = xH+|Hchos(4GFH—AFHD) (9.2.6)
¥y = Yu+|HD|sin(£GFH-/FHD)

Xg = X+|HB|sin (<GED-¢)

YB ='yH—|HB|cOS(£GED‘¢)
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i 2 2
|HF| - ]HD] [4B]| - |DE]
+ + 2 KT )+

_ 1 2 1 2
D = 5 fulxg T zE,0|BD|

AY = Pu|HB|sin (£GED~y)
Ved at satte D = Ay fas P, som minimeres med hensyn til de frie
parametre. Det viser sig, at denne mekanisme er bedre end den
pé figur 9.2.3 i alle de tilfazlde, hvor vy > 0, s4 den laveste
gvreverdi til nu er minimum af felgende tre verdier: "fundaments-
lesningen" (9.1.1), mekanismen p& figur 9.2.2 og mekanismen pé
figur 9.2.6. Den saledes fundne bzreevne er vist pa figur 9.2.7.

_P
(Cli'b)fc

{ o 005 7"
08 020 b /

oz
0.6 7

/|

ousH-LAA

4

0.2 ,‘ 001
003

a
a+b

0 01 02 03 0.4 05

Figur 9.2.7 Bareevne ifelge mekanismerne figur 9.2.2

0

, og figur 9.2.6, samt (9.1.1).
\ .
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9.3 Den korrekte lesning

i sliplinjezonerne. Den lille Rankinezone under lastpladen vil
Hvordan er egentlig den korrekte lesning? herved £4 en homogen tejning, som giver en forlangelse af vand-
En ufuldstandig lesning af den i kapitel 8 omtalte type kan ) rette fibre lige under lastpladen. Lesningen svarer altsa kun
findes med inspiration fra figur 9.2.6. Den er vist p& figur eksakt til en glat lastplade.

9.3.1. Forskellen mellem figur 9.2.6 og 9.3.1 er den samme . Spendingerne i de omrader, der er i flydning, er naturligvis i

ligevagt. Kun det punkt, hvor trzkflydelinjen meder den nederste
Rankinezone, fortjener narmere behandling. Her er spendings-
tilstanden nemlig ikke entydig. Hvis imidlertid vinklen mellem

de to hovedretninger i punktet er sa stor, s& en Prandtlzone

med denne eller en mindre topvinkel kan have de to spzndings-
tilstande langs sine yderradier, er det muligt at angive span-
dinger, som er i ligevagt og ikke overskrider flydebetingelsen
ogsd i en omegn af dette punkt. Bvis vinklen er mindre end dette,
er det ikke muligt.

Vinklen mellem hovedretningerne er den spidse vinkel v mellem
en lodret retning og trzkflydelinjen. En nedvendig betingelse
er alts&, at v 2 Vg hvor v, er givet (6.4.5.1), dvs.

[ £
v 2 —%{/—f;lnm»-(k—nf—t-) (9.3.1)
- |

AR I e gy
Figur 9.3.1 Ufuldstandic, sandsynligvis eksakt lesning . Det stive legeme til venstre for brudzonerne ska} ogsa vere i
. ligevagt. At dette netop kan opnds, indses siledes: For en given
som forskellen mellem figur 8.2.1 og 8.3.1. I stedet for legemet spanding under lejefladen ©g en given trazkstyrke beregnes slip-
linjefeltet under lastpladen, se figur 9.3.2. Langs en bestemt
kurve i dette felt er ferste hovedspanding lig med

EDF pa figur 9.2.6 f£&s nu en Rankinezone lige under lastpladen.
Ved siden af denne er der to Prandtlzoner med forskellige cen-
tervinkler. I det punkt, hvor de to yderste sliplinjer herfra
modes, er den sterste hovedspanding netop lig med trzkstyrken. .

Herfra udgar en ret trzkflydelinje i retning af den ene hoved- : : I
spaznding. Trazkflydelinjen ender i det ene hjorne af en trekant-

formet Rankinezone med lodrette og vandrette hovedspandingsret-
ninger.

Lesningen er naturligvis en evrevardilesning, da der kan angives

en mekanisme, hvis tejninger overalt svarer til spzndingerne i

lesningen. Mekanismen bestar af en rotation mod uret af det stive
legeme til venstre for brudzonerne om det punkt, hvor den nederste . .
Rankinezone meder trazkflydelinjen, samt de deraf afledte flytninger : Figur 9.3.2 Mulige spandinger under lastpladen

trzkstyrken. Feltet er altsd ikke gyldigt uden for denne kurve.
Rurven udger de mulige udgangspunkter for trakflydelinjen. Der
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er saledes én fri parameter i valget af denne linje, f.eks.
den tidligere navnte vinkel v. Mekanismen beskrives i evrigt
ved de to langder 1.l og'lz, som er ahgivet pa figur 9.3.1.
Nar disse tre sterrelser er valgt, kan alle pavirkninger pa
det stive legeme findes. Da dette skal vare i ligev®gt, skal
disse epfylde tre ligevagtsligninger, hvilket netop er nok
til at bestemme v, 11 ag 12.

Herefter kan afstanden fra kanten af prismet til lastpladen
bestemmes, hvorefter der for den givne trazkstyrke er fundet

et punkt pd den %urve, der angiver bazreevnen som funktion af
afstanden fra prismets kant. Hvis dette gentages for forskellige
spendinger under lastpladen, kan hele kurven fastlesgges.

For at vise, at lesningen er eksakt, skal man vise, at der kan
angives sp#ndinger overalt i prismet, som er i ligevegt og ikke
overskrider flydebetingelsen. I det store"massiv" til hejre for
brudzonerne er dette naturligvis muligt.

P43 venstre side af brudzonerne skal en trykbue spande over trak-
flydelinjen og holde ligevegt med trzkket i denne, se figur 9.3.3.

YA i
f T d
P S¢ |
& *
IRERRSERRRRRERL(
a b b a
| 1 A
Figur 9.3.3 Kraftforleb i stitt Figur 9.3.4 Spendinger i
legeme modificeret legeme

Et problem, der minder meget om dette er vist p4 figur 9.3.4. Et
femkantet legeme er belastet med sin trykstyrke pa enderne og
trzkstyrken langs den ene side. Det er naturligvis givet, at lege-
met er i ligevagt; dertil kraves, at
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afc = bft (9.3.2)

Hvad er betingelsen for, at legemet kan bzre denne belastning?

En lesning pa spergsmélet kan fids ved opdeling af legemet i de
viste tre trekantformede omrader oy antagelse af en homogen
spandingstilstand i hvert omrdde. I de to sverste omrader
antages enakset tryk fc parallelt med oversiderne. I det midter-
ste omrade er den ene hovedspanding ft’ mens den anden hoved-
spaznding p findes ved en vandret projektionsligning for den

ene halvdel af legemet: '

d+p=c-f (9.3.3)
Af geometrien findes

a=oc tan v ) (9.3.4)
c + (a+b) tan v

Af (9.3.2) - (9.3.4) findes p
£

=
P = < (9.3.5)
1+ (1452 tan’v
t
For at'hovedspandingstilstanden(01, 02) = (ft,—p) kan vare

statisk tilladeliq, kraves jvE. figur 3.5

Med indszttelse af (9.3.5) f&s en tilstrazkkelig betingelse p&

v:

]
£ 2
k(f—
v 2 arctan r < 3 (9.3.6)

t t
{1 =k, ?“)(1+?—)

c c

som skal vere opfyldt, for at legemet kan bare belastningen.
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N&r (9.3.6) er opfyldt, ses det ved sammenligning af'figurerne
9.3.3 og 9.3.4, at der kun mangler eftervisning af, at der kan
foretages en vis omfordeling af spandingerne i den everste ende
af legemet. Da denne omfordeling imidlertid skal foretages i et
omrade, hvor der er ekstra materiale, som regningsmessigt slet
ikke er udnyttet endnu, skennes det, at den kan foretages, omend
det ikke er let at vise analytisk.

Hvis (9.3.6) ikke er opfyldt, er bzreevnen for det pa figur 9.3.4
viste legeme overskredet. Der kan imidlertid ikke umiddelbart .
dannes en mekanisme pad figur 9.3.3 svarende til den lavere bmre-
evne af leyemet. Det kan derfor ikke sluttes heraf, at l@sningen
kun er en evreverdi. Hvis derimod ogsa betingelsen (9.3.1) er over-
skredet, er lesningen kun en evreverdilesning, da det nu ikke
lzngere er muligt at angive en sikker spandingsfordeling overalt

i legemet.

9.4 Forsegsresultater

For en given blok og et givet angrebspunkt findes bzreevnen som
den mindste af verdierne pa figur 8.3.2 og figur 9.2.7. For en
blok med a/h = 1/60 er bareevnen som funktion af trakstyrken og
afstanden til kanten angivet pa figqur 9.4.1. P43 figuren er ogsa
vist resultaterne af nogle forseg refereret i [73.2] udfert med
terninger med en sidel=ngde pd 30 cm. De blev belastet gennem en
1'cm bred stalplade placeret i varierende afstand fra kanten. Det
ses, at hvis den plastiske trmkstyrke er ca. 3,5% af trykstyrken,

passer resultaterne udmarket med teorien.

Forsegene blev lavet pd retninger med en trykstyrke pa mellem 13
og 37 MPa. Ifelge kurve a pa figur 8.4.3 skulle trakstYrken af
betonen vere mellem 6 og 8% af trykstyrken i dette interval. For
at forsegene skal passe med teorien, skal man alts& indsatte ca.
halvdelen af trakstyrken som den plastiske trzkstyrke.
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Figur 9.4.1 Bmreevne af blok belastet med as/h = 1/60

9.5 Skra belastning. Armeret prisme

4

Figur 9.5.1 Skrd belastning

Skrat belastede prismer kan ogsd behandles med den fundne lesning,
se figur 9.5.1, idet Rankine-zonen under lastpladen blot drejes
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svarende til belastningsretningen.

N/

. o

Figur 9.5.2 Armeret prisme

Ligeledes kan armerede prisﬁer med flydning i armeringen be-~
handles, se figur 9.5.2, idet man blot skal medtage armerings-
kraftenvi ligevagtsligningerne for det afbrzkkede legeme,

Da den trakkraft, som i1 det uarmerede prisme blev overfert ved
‘trakspandinger i betonen, nu overtages af armeringen, vil trak-
flydelinjen reduceres, og bareevnen vil vare mere uvafhangig af
trekstyrken.

Man skal vare opmzrksom pa faren for forankringsbrud i det af-
brazkkede legeme. Der kan ikke regnes med sterre bareevne af
armeringen end den kraft, der kan overfores til betonen her.
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10 Forankring

10.1 Indledning

Ved enden af en trzkpavirket armeringsstang i beton er kraften

1 stangen stort set nul. Et stykke derfra kan kraften vare be-
tydelig; f.eks. lig med stangens flydekraft. I det mellemliggen-
de stykke bliver denne kraft overfert fra armeringsstangen til
betonen. Man siger, at stangen er forankret i betonen. Lzngden
af det betragtede stykke af stangen kaldes forankringslengden.
For en given forankringsl=ngde er der en grznse for, hvor stor
en kraft der kan overferes. Forankringens bazreevne afhanger
altsa af dens lzngde.

Bareevnen afh@nger dog ogsd af andre forhold. To af disse for-
hold skal omtales her, nemlig jernets udformning og sidetrykket

i forankringszonen.

For glatte armeringsjern kan det ske, bl.a. p& grund af armerings-
stangens elastiske tversammentrzkning, at betonen slipper hele

vejen rundt om stangen, som derfor trazkkes ud af et hul i betonen.
Dette brud kan ske ret pludseligt. Den tilherende styrke kan ievrigt
athznge meget af udstebningens kvalitet.

For at undgd dette brud fremstilles armeringsjern ogsé med ribber
eller kamme. Disse vil selv med en darlig vedhaftning mellem jern
og beton muliggere overforsel af krafter bade parallelt med og
vinkelret pa stangen. Dette Kan ske ved tryk direkte pé& ribberne.
Den sterkeste forankring fas formentlig, nar bruddet omkring
stangen sker i1 betonen i den cylinderflade, der indhyller stangen
med ribberne. Dette brud sker i betonen mellem ribberne og fwlger
ribbernes kant, se figur 10.1.71. Da bruddet for en meget stor del
forleber i betonen, er bazreevnen nzr, hvad man kunne kalde en
fuldstendig forankring, dvs. en overfersel af kraft mellem de to
materialer, hvor den maksimale overfersel bestemmes af det svageste
af dem, og hvor gransen altsd ikke giver nogen svakkelse.

apmati gy GRS o WININIED o SN on Vil

Figur 10.1.1 Ideelt forankringsbrud langs armeringsjern
med kamme,
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Ved at fremstille jernene ﬁed kamme har man foreget muligheden
for overforsel af krafter pa langs ad stangen, dvs. man har
foreget friktionen i samlingen. Jernenes udformning har altsa
betydning for forankringen.

For at opna det ideelle brud, som'er vist pa figur 10.1.1; ved
en ringe vedhaftning melléﬁ jern og beton, kraves et vist ydre
tryk ind mod jernet. Hvis dette tryk ikke findes, vil ogsa
betonen mellem kammene fjernes fra jernet ved bruddet. Heraf
vil folge en lavere bereevne. Af dette indses, at omgivelsernes
modhold har en indflyvdelse pa forankringens bzreevne; normal-
trykket pavirker den maksimale kraft, der kan overferes ved
forskydning.

Modholdet kan komme fra forskellig= kilder. Ved enden af en sim-
pelt understettet betonbjalke skal de langsgéende armeringsjern

i bunden af bjzlken forankres. Netop her er der imidlertid ofte

et tryk pa bunden af bj=zlken fra vederlaget, og dette tryk hj=lper
med til at forege forankringens bareevne. Modholdet kan ogsa komme
fra en armering, der ligger omkring den stang, der skal forankres:
For betonen kan "spraznges" bort fra stangen, trezder den omkring-
liggende armering i funktion og leverer et modhold. Er der ingen
armering omkring den stang, der skal forankres, og ligger den nar
nogle ubelastede betonoverflader, er der kun betonens trzkstyrke
tilbage, som kan levere et modhold. Det modhold, der kan prasteres
p& denne made, er ikke sarligt stort, og man vil se, at armerings-
stangen "flakker" betonen, og at forankringens bzreevne bliver lav.

Modholdet er naturligvis ikke bare én sterrélse, trykket ind pid
stangen; det kan variere rundt om'stangen. En stang kan vere for-
ankret ved vederlaget i bunden af en bjalke tzt ved dens side. Den
vil £& et godt modhold nedefra fra reaktionen, mens modholdet fra
siden vil vare langt mindre, is®r hvis der ikke er nogen bejlearme-
ring her.

I betonnormen DS411 [73.3] anvendes forankringslengden, den nedven-
dige langde for at forankre for en kraft lig med stangens flyde-
bzreevne. For forskellige typer af armeringsstal angives denne
lzngde som et bestemt antal ganget med armeringsstangens diameter.
For ribbestal afhznger dette antal af den sikaldte forankringsfaktor,
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f, som bestemmes ved et standardiseret forseg beskrevet i DS 2082
Armeringsgtél, Prevning af forankringsevnen [80.2]. I DS 411
skrives ogsd, at forankringens bareevne kan regnes preoportional
med lzngden ned til en vis minimal forankringslangde, som altsa
altid skal overholdes. Det navnes, at forankringslzngden kan re-
duceres yderligere, hvis der kan dokumenteres en gunstig vifkning
af en eget tvararmering eller af reaktionen, dvs. af et ydre tryk
pa betonen netop ved forankringen. I normens vejledning siges det,
at forankringslzngden kan reduceres med 30%, hvis tvararmerings-
mengden eges til 3 gange det normale, defineret ved formel (V 7.2.4.1).

Af hensyn til det farlige brud for glatte armeringsjern kraves disse
i visse tilfzlde forankret med kroge.

Uwe Hess har i [79.3) behandlet forankringsproblemer for forkammede
jern. Hans behandling tager hensyn til armeringsstangernes udform-
ning og til modholdets variation i forskellige retninger. Han ar-
bejder med evrevardiberegninger og beskriver bruddene ved hjzlp af
den vinkel med armeringsjernet, hvorunder betonen bevages vak fra
dette, samt forskellige sprangnings- og flzkningsmekanismer for
bruddets forleb vak fra jernet, se figur 10.1.2.

Figur 10.1.2 @vrevardi-mekanismer for forankringsbrud.
Fra Uwe Hess [79.3].

I den felgende behandling vil der blive gjort nogle simplifika-~
tioner i forhold til det fernavnte. Der vil kun blive behandlet
plane og rotationssymmetriske forankringsproblemer og ikke de

mere komplicerede geometrier, som fremgdr af figur 10.1.2. Over-

ferslen af kraft mellem jern og beton vil ogsd blive behandiet
simplere, idet jernet antages at have en delvis ru overflade til
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erstatning for ribbernes geometri. Der vil fortrinsvis blive
arbejdet med en "fuldstandig ru” overflade, dvs. at der an~
vendes betonens flydsbetingelse ogs& langs jernet.

De opndede lesninger vil til gengeld vere teoretisk eksakte

losninger pa de stillede opgaver.

Ap—— €

Figur 10.1.3 Forankring. Ideel model.

Den grundlazggende opgave er vist pad figur 10.1.3 i sﬁit. Det
viser en armeringsstang med diameter d1 indstebt i beton i et rer
med indre diameter dz. Indstebningens lm=ngde er 1. Betonen er et
Coulomb-materiale med trykstyrken fc. Reoret antages at kunne le-—
vere et vist tryk p mod betonen, mens det har uendelig, dvs. til-
strakkelig styrke over for de normalspzndinger, det far. Armerings-
stangen antages ogsa at kunne modstd de spandinger, der kommer i
den. (I medsat fald er bazreevnen meéet let af beregne). Flyde-
betingelsen mellem beton og jern antages ferst at vere fuldstandig
vedhaftning, dvs. samme betingelse som i betonen. Senere indferes
en svagere betingelse. Der piferes en trazkkraft P i armerings-—
stangen, og der holdes igen med samme kraft i reret. Basreevnen

for denne belastning enskes fundet.

Figur 10.1.3 kan imidlertid ogsa opfattes som et snit i et omrade
med plan deformationstilstand. Det forestiller da en plade, som er
indstaBt i beton mellem to andre plader. Denne model vil blive be-
handlet ferst, da den er simplere at lese end den rotationssymme-
triske.
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10.2 Plan deformationstilstand
(5//’ (5/ (@) =¥
NN+
SN
I

L Jr
A A

Figur 10.2.1. FPorankring, plan deformationstilstand,

uendelig stezrkt modhold.

Ved plan deformationstilstand er der for de to betonomrader
ingen forskel pd den midterste plade pa figur 10.1.3 og de
yderste. Situationen kan derfor vises som pa figur 10.2.1, der
viser det ene betonomrade med lzngden 1 og hejden d = %(dz—d1)
omsluttet af to plader. P& figuren er illustreret betydningen
af det uendelige modhold. Den relative bevagelse af de to plader
er en translation parallel med pladerne.

Lesningen pd dette problem er vist pd figur 10.2.2. sliplinje-
feltet er symmetrisk om rektanglets midtpunkt I. Det indeholder
to stive dele, GHIJL og KJIHF, som translateres i forhold til
hinanden. Da vinklen mellem den relative flytning og flytnings~-
diskontinuitetslinjen skal vere ¢, hazlder granselinjen HIJ netop
y i forhold til pladerne. Udover de to stive omiader er der to
sliplinjefelter, CEGHFDA og OMKJLNQ.

Figur 10.2.2. Sliplinjefelt, plan forankring,
uendeligt modheld.
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Felterne er opbygget udefra med Rankinezonen ABC, Prandtlzonerne
ABD og CBE, samt udfyldningszonen BEGHFD.I denne zone er EG og

bF indhyllingslinjer for sliplinjerne. Feltet bestemmes derfor

ved trinvis benvttelse af andet og tredje begyndelsesvardiproblem,
ivE. afsnit 5.2. Hvis zonens l®ngde bliver stor, vil feltet nzrme
sig (asymptotisk) til cykloidefeltet, som er omtalt i afsnit 5.5.
Punktet H er fundet, som det punkt i udfyldningszonen, hvor hoved-
spa=ndingsretningen er den.rigtige (6 = % - %), og hvor tangenten
til a-sliplinjeretningen gir igennem I.

De zoner, der er vist pa figur 10.2.2, udger den "ufuldstzndige”
lesning p& problemet, dvs. de angiver spandingerne der, hvor der
sker deformationer ved den tilherende mekanisme, Der kan imidler-
tid let angives mulige, tilladelige spandinger ogsa i de stive
omrader. Det sker ved "udfyldning" (andet begyndelsesvardi-
problem, jvf. afsnit 5.2). Grundlaget er sliplinjerne HG og

HIJL for det everste stive legeme pa figur 10.2.2, og tilsvarende
for det nederste. De herved fundne spandinger vil vare et sat
mulige spezndinger i omradet. Spandingsbestemmelsen er imidlertid
ikke entydig her, da der ikke sker plastiske deformationer ved

mekanismen.

Ved mekanismen sker deformationerne saledes: Det everste stive

legeme translateres parallelt med pladerne, til venstre pd figur
10.2.2. Deformationerne i de to sliplinjefelter bliver bestemt

ved flytningen af grensesliplinjerne til de stive omradder, samt
en gransebetingelse langs pladerne. Her siger normalitetsbetin-
gelsen (som ved enhver flytningsdiskontinuitetslinje): Der skal
vare vinklen ¢ mellem flytningsretning og flytningsdiskontinui-

tetslinje.

I mekanismen bliver ADFHIJLNQ en flytningsdiskontinuitetslinje.
Ved indhyllingskurverne GE og KM sker der imidlertid ogsa en
sédan opsummering af flytning, s& linjerne GEC og KMO bliver
flytningsdiskontinuitetslinjer. Med den volumenudvidelse, der
sker, bliver den vandrette flytning af de yderste Rankine-zoner
sterre end pladernes flytning; materialet “"skubbes ud" i begge

ender.
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Da det nu er vist, at lesningen bade er en ovre- og en nedrevardi-
lesning, indses det, at den er den korrekte lesning.

Nar sliplinjefeltet er fundet, kan bazreevnen findes ved at beregne
summen af spandingerne langs ADFHIJLNQ. Resultatet heraf bliver en
forskydningskraft P1 parallel med pladerne, den forankringskraft
vi segte, og en modholdskraft P2 vinkelret pa pladerne.

Hvis mekanismen er deformationsstyret, som vist ved de sm& “hjul"
pa figur 10.2.1, bliver b=zreevnen netop P1, og der udvikles et
modholdstryk pa P2. Hvis pladerne kun er bundet til at translatere,
men retningen er fri, og der paferes et modhold af sterrelsen Py
vil bazreevnen blive den samme va®rdi Fi. Hvis der paferes en anden
modholdskraft P2, vil bareevnen f£fa en anden vardi. Hvis P2 er
sterre end den vardi, der svarede til figur 10.2.1, vil pladerne
ved mekanismen narme sig hinanden samtidig med den forskydende
bevagelse, og hvis den er mindre, vil de fjerne sig fra hinanden.
Variationen af P1 som funktion af P2 kan findes ved at variere
haldningen af linjen HIJ pa figur 10.2.2. Som navnt er der en

vinkel pd ¢ mellem denne linje og translationsretningen, se figur

10.2.3. ‘
v |%

fp—
R

P-v

LM

LSS /1 ST

d

Vv
A

Figur 10.2.3 Sammenhzngen mellem translationsretningen og
haldningen af graznselinjen mellem de to stive
omr&der.

Denne lesning gzlder imellem to granser for translationsretningen,
udtrykt ved den vinkel v med pladerne, hvorunder disse fjerner sig
fra hinanden.

Hvis v nar vardien y-arctan (d/1), bliver grenselinjen diagonal i
rektanglet, og deformationen i sliplinjefelterne bliver nul; al

- deformation bliver koncentreret i diagonalen. For sterre vardier
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af v afhaznger bareevnen af trazkstyrken. Dette behandles senere
i dette kapitel.

For v = —(% - %) er gransesliplinjen svundet ind til et punkt,

og de to sliplinjefelter ndr sammen p& midten. Sliplinjefeltet
er blevet symmetrisk om bade den vandrette og den lodrette mid-
terakse. Der overferes ikke laﬁgere nogen forskydende kraft P1.
Det problem, der er lest, er trykstyrken af proven. Dette er be=-
handlet i afsnit 7.2, se f.eks. figur 7.2.2. Lesningen dér er
altsd et ydertilfzlde af det problem, der behahdlet i dette
kapitel.

For 1/h beliggende i intervallet fra 0.5 til ca. 7 og for for-
skellige vardier af v er pd figur 10.2.4 vist bareevnen udtrykt
ved P1 og 32‘for et Coulomb-materizle med betons friktionsvinkel
v = 36.9°, pa grund af den store variation i verdierne af P, og
P2 er ordinater mellem 0 og 1 vist lineart, mens ordinater over
1 er vist i logaritmisk afbildning. Ordinaterne er gjort dimen-
sionslese ved division med langden og trykstyrken.

For forskellige vardier af 1/d kan sammenherende vardier af P,
og P, plottes til en todimensional "flydeflade" for laget. Dette
er vist pd figur 10.2.5 for 1/d = 1, 2, 3 og 4.

Da en sammensaztning af idealt plastiske materialer ogsa vil give

en "idealt plastisk" konstruktion, jvf. kapitel 2, kan transla-
tionsretningsvinklen v aflases som haldningsvinklen (med ordinat-
aksen, positiv mod venstre) af normalen til flydefladen. Heraf
folger, at den sterste forskydningsbzreevne (den storste vardi af
PT) fés for v = 0, dvs. for en translation af pladerne med konstant
afstand, som vist pa figur 10.2.1. Gransevardien af normalens

hzldning, nar punktet nzrmer sig spidsen med P1 =0, er v = —(% - %).

Hvis materialet ikke felger den associerede flydelov, kan deforma-
tionen for en given kombination af P, og P2 foregd med en mindre
vardi af v end den, der skulle g=lde ifelge f.eks. figur 10.2.5.
Figur 10.2.5 galder dog stadig for bzreevnen; for en given vardi

af P2 fas den samme verdi af P1 som f@r, men deformationen er

anderledes. I det deformationsstyrede forseg, som er vist pi figur Figur 10.2.4.

10.2.1, kan derfor godt fas en mindre verdi af P1 end den, der

fas for et materiale, som felger den associerede flydelov. Samtidig
fas dog ogsa en (meget) mindre vardi af PZ' idet punktet er flyttet
til venstre for toppunktet p& en af kurverne i figur 10.2.5.

100

100

50

20

10

1 2 3 L 5 6 7
a. forskydningskraft P1 og b. trykkraft P2
ved forskydning i forskellige retninger
v (se figur 10.2.3) af rektangulert lag af
Coulomb-materiale. ¢ = 36,9°,
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Figur 10.2.5 Flydeflader for plan forankring. y = 36,90.

Kurverne p& figur 10.2.5 indeholder et retlinet stykke, som sva-
rer til de tilfzlde, hvor bruddet sker langs en diagonal, og
flytningen har retningsvinklen v = P~ W, U= arctan (d/1y).
Vzrdierne i de to endepunkter kan findes efter nogen regning.
De er
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(Z+p-2u) tang
Py = 3£ 1SR, 2 ~tanu (1+ —— (e(2+“’ Zudtane_q,
(10.
] 2.7)
Y ( +ip- 2u)tan¢ sin(y=-u) ¢E+w~2u)tanw
P2 f 1{\+ (e 2 -1)- ~osu _ © 2 1
og
= 1 cos (y=~u)-sipu
Py = 5t 1 x cosu
(10.2.2)
-1 _ sin(y-u)
PZ chl x (1 cosu )

Det ferstnavnte af disse punkter, hvor der er den sterste vardi af
PZ’ svarer til det feromtalte punkt, hvor al deformation netop er
blevet koncentreret i en linje. Af zonerne p& figur 10.2.2 er kun
de yderste Rankine-zoner og en del af Prandtl-zonernhe ABD og QNP

tilbage.

Ved det andet punkt, formel (10.2.2), er spzndingstilstanden et
skrat enakset tryk i en del af omradet, afpasset siddan, si brud-
linjen netop bliver en sliplinje i dette felt.

Lesningen til venstre for dette punkt afhznger af trakstyrken. Hvis
denne er nul, svarer lesningen til et skrat tryk under en vinkel
med vandret, som aftager til nul. Pi figur 10.2.5 viser dette sig
som en cirkelbue gennem origo. Denne kan findes ved i (10.2.2) at
opfatte y som en parameter i intervallet £fra ¢(friktionsvinklen)
til %. Cirklen, den rette linje og den tidligere fundne kurve for

storre tryk gir glat over i hinanden.

Hvis trakstyrken ikke er nul, flyttes det venstre endepunkt af
flydefladen fra origo til punktet med abscissen _ft/fc' I det
fwlgende er det kun cirkelbuen til venstre for den tidligere om-
talte retlinede del, der skal =ndres, da det er her trazkstyrken
har indflydelse.

En pvreverdilesning fas saledes: Man finder det punkt, hvor den
rette linje skzrer abscisseaksen. Kurven multipliceres med et tal

ud fra dette punkt, sadan at spidsen kommer til at ligge det rigtige
sted, se figur 10.2.7. Dette er den lesning, der fas ved at anvende
den samme mekanisme som den, der blev anvendt, hvis trzkstyrken var
nul.
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Hvis man vil finde en tilsvarende nedrevardilesning, ser man, at fvreverdilesningen og nedrevardilesningen er illustreret pa figur
det, der mangler, er en belastning pd endefladerne. En nedrevardi- 10.2.7 for 1/d = 2.
lesning kan laves som vist pa figur 10.2.6, hvor der bade er et
skrat tryk og et trzk. Porskellen til evrevardien ligger i span- _fh_
dingerne ved omradets ender. : Pte
Ool) | e
oo

o NS
s~ NV 74 v

\f o Pic
o T o -kfy 202 O 02 04 08 08 10
fr M’
-
\ Figur 10.2.7 Lesninger med endelig trakstyrke ft = 0.2 fc.

v . . ) .
;<>/ // //;422272%7 /4%24143%%22232>{/C42>642 . a. @vrevardilesning. b. Nedrevardilesning (10.2.3).

<. Eksakt lesning uden trazkstyrke.

Figur 10.2.6 Nedrevardilesning med trakstyrke. 10.3 Rotationssymmetrisk tilstand

. A ved udtrakning af en cirkular stang indstebt i et rer er der tale

Vinklen mellem pladerne og trykhovedspandingsretningen kaldes v. . . . . . ]
. . om rotationssymmetrisk tilstand. Lesningen pad dette problem minder
Bzreevnen bliver R R .
noget om lesningen ved plan deformationstilstand. Derfor tages ud-

1f, ) . . . gangspunktet i denne lesning.
91 = seEg [(1—kp)(51n(2v-u)—51nu)+p(51n(2v+u)—51nu)]
. (10.2.3) Ferst antages modholdet at vare sa starkt, sa det ikke giver efter.
1fc Lesningen skal sd& vere den analoge til den, der er vist pa figur
P2 = Jeomu [ (1-kp) (cosu-cos (2v-u) ) -p {cos (2v+u) +cosu} ] 10.2.2

< T . . Ved rotationssymmetriske beregninger af sliplinjefelter skal man
Lesningen gazlder i intervallet u X v 2 5 = 4. For sterre vardier

vide noget om ringspandingens vardi L Den afgeres bl.a. af for-

idligere na:vnte eksakte lesning. For mindre var- R . . . R
af v gzlder den ti g g tegnet pa den radizre flytning. Den radizre flytning af omradets

dier af v kan trykb&ndet pad figur 10.2.5 udelades, og bzreevnen
fas af (10.2.3) ved kun at medtage det andet led (k sattes formelt
lig med 1/p).

begrznsninger er nul. En del af begr&nsningslinjerne er indhyl-
lingskprver for sliplinjer, og de er dermed flytningsdiskontinui-
tetslinjer. Da materialet ved deformationen vil fjerne sig fra

Da enhver linearkombination (med positive koefficienter, hvis sum er ~begre=nsningen, fds en radizr flytning mod centrum, dvs. negativ,
1) af nedrevardilesninger ogsa er en nedrevardilesning, skal de ved den ydre begraznsning og bort fra centrum, dvs. positiv, ved
cirkler, der fas af (10.2.3) i P1P2—planen,forbindes-med deres - den indre begransning.

tangentlinjer, s& man f£ar en konveks flvdeflade. ffolge kapitel 5.9 galder, at
+ ’
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og da u, har begge fortegn i omradet, bliver Y altsd diskontinu-
ert langs en linje igennem sliplinjefelterne. Placeringen af denne
linje kendes ikke ved beregningens begyndelse, men skal findes
ved en form for iteration. Med en skennet placering af linjen

kan spandingerne nemlig beregnes. Herefter kan flytningerne be-

regnes, og det kan kontrolleres, om der er overensstemmelse mellem

fortegnet pa den radiesre flytning og den valgte verdi af Ty Er
der ikke det, #zndres Tor dvs. linjen flyttes, og der regnes om.
Ferst nér der er opndet overensstemmelse mellem U, 09 U, er be-
regningen korrekt. I den sterste del af omridet vil det da galde,

at u. > 0.

P& grund af de andrede ligevagtsligninger bliver Rankine- og
Prandtl-zonerne pa figur 10.2.2 @®ndret til nogle andre med krumme
sliplinjer i begge retninger. Prandtl-zonernes yderste sliplinjer,
AD, CE, QN og OM pa figur 10.2.2, bliver nu krumme, si der ma
indszttes udfyldningszoner, som indhyller begransningslinjerne,
allerede fra Prandtl-zonernes pol.

Linjen HIJ, som adskiller de to stive legemer, er geometrisk be-
stemt, idet den skal halde ¢ i forhold til rotationsaksen. Dette
er ikke zndret. Nu er spandingerne imidlertid ikke langere kon-
- stante langs linjen. Sliplinjefelterne -for enderne af omradet
bliver heller ikke lzngere ens, men skal beregnes hver for sig.

For at finde bzreevnen ved en given geometri skal man altsi beregne
de to sliplinjefelter. Heri er inkluderet at finde den linje i
hvert felt, som skiller omradet, hvor den radizre flytning er
positiv, fra omradet, hvor den er negativ. Herefter skal man ind-
lzgge gransesliplinjen, som forbinder de to omré&der. Den skal
naturligvis tangere felternes sliplinjer i sine endepunkter, og
spezndingen skal have de rigtige vardier i endepunkterne. Ved fast-
lzggelsen af forbindelseslinjen kan udstrazkningen af de to slip—
linjefelter vare blevet @ndret i forhold til det, der blev anvendt
ved beregningen af de to felter. Hvis dette er tilfeldet, er flyt-
ningerne i de to zoner blevet zndret. De md sd& beregnes igen, hvor-
efter ringsp:ndingen korrigeres osv. Niar flytnings-fortegns-skille-
linjerne atter er fastlagt, indlazgges igen gransesliplinjen.
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Der foretages siledes en dobbelt iteration for at finde spandinger-
ne.

Da alt dette er en lang og kompliceret affazre, hvor en del vanske-
ligt kan programmeres, har jeg ikke gennemfert en sadan iterations-
beregning.

Hvis modholdets bzreevne ikke er tilstrakkelig til at forhindre ‘en
udvidelse af roret, kompliceres forholdene yderligere. Nu vil om-
radets ydre begr=nsningslinje fa en wdadrettet radimr flytning
samtidig med dens langsgaende bevegelse. Herved vil man ved til-
strazkkelig store radiare flytninger opnad den lettelse, at den
radizre flytning far samme fortegn overalt, s& der ikke ved itera-

tion skal opseges en fortegns-skillelinje.

Imidlertid vil det ene af de indtil nu stive legemer i mediet nu

f4 en positiv radiesr flytning og dermed en positiv tejning €, > 0.
Hermed er omradet ikke langere stift. Da den primzre tejning er

E.r 09 da der er et stort tryk i omridet, er der grund til at
formode, at de to hovedtejninger i planen begge er negative, og at
vi altsi har faet et eksempel pa mulighed 1 fra kapitel 5.9: Ug >
o, k4 Uy- At beregne et sadantfelt er ikke nogen standard-sliplinje~
opgave.

Linjen HIJ er nu ikke nedvendigvis en ret linje, da den ikke langere
adskiller to stive legemer. Man kan se, at en sadan beregning er
uhyre kompliceret, og jeg har da heller ikke udfert en sadan.

Modellen for eftergivelighed har veret den enklest mulige, nemlig

at modholdet flyttes lige langt overalt. En mere realistisk model
for et reor med en vis tykkelse er, at reret giver efter der, hvor
trykket pa reret er sa stort, at ringspendingen nar flydespandingen.
andre steder giver roret ikke efter. I en sidan model vil detaljerne
i flytningsbestemmelsen ogsé péavirke spendingsbestemmelsen, hvad

dér ikke er sadvanen i almindelige sliplinjeberegninger.

Da de resultater, der fas for uendeligt modhold, giver meget store
spendinger og tryk pa modholdet, vil‘bereeﬁnen meget ofte vare
bestemt af modholdets styrke. Man kan lave en simplificeret be-
regning for det tilf=lde, hvor bareevnen_primart er bestemt af

modholdet. Denne gennemgas 1 naste afsnit.
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10.4 Lang, rund forankring

&

Fighr 10.4.71 Lang fofankring i rer, begrenset modhold.

Pa figur 10 4.1 er vist en lang forankring af en stang 1ndstabt

i et rer. At forankringen er lang vil sige, at langden er be-
tydeligt sterre end forankringslagets tykkelse, 1 >> Ly = I;.

Reret kan yde et vist modhold P (trykspandlngen pé dets inder-
side), for det flyder Hvis ikke p er meget haej (p »> f ). vil
roret flyde ved udtrakningen. Nar der ses bort fra nogle omr &dder
ved enderne, vil spendingerne i betonen vare bestemt af modholdet.
Hvis dette er konstant langs reret, vil spendingerne vare uaf-
hzngige af koordinaten z langs rotationsaksen. Med en endeligqg
lzngde af forankringen nas denne tilstand muligvis kun asympto-
tisk, men den vil alligevel give en god beskrivelse af spzndingerne
i betonen og en vardi af bzreevnen.

Hvis forankringens ender er ubelastede, vil spandingerne her vare
lavere end midt i forankringen, og der ber trakkes en vis lazngde
fra forankringens virkelige lazngde inden beregning af forankringens
bzreevne. Ved de praktiske tilfzlde, der her sages modelleret, vil
forankringen ofte vare indstebt i et storre betonlegeme. Der vil
da vare beton ogsid for enderne af det pad figur 10.4.1 viste omrade.
Det endemodhold, der herved fis, kan forege spandingerne her, sa

de bliver sterre end spandingerne midt i forankringen. Der bliver
da tale om et ekstra endebidrag til b=reevnen. Den model, der vil
blive beskrevet i dette kapitel, kan.altsd vare pa den sikre eller
usikre side, afhe&ngigt af forholdene uden for det egentlige for-
ankringsomrade.

05
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20 111, sTapcosy !
Mz =Uzp
s ___‘_’;_9___.‘..__,___—--
(1, coty) ”,,——”'—
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Pigur 10.4.3 $liplinjefelt for lang, rund forankring.

k=4a9¢= 36,90. Kurver over hovedspandings-
retning (i radian), sp=ndinder og flytninger i
feltet. Index 0 henviser til sterrelserne ved

stangen (r = r1).
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Det er naturligvis en foruds=ztning for beregningen, at bade
roret og stangen kan optage de krafter p&d langs ad samlingen,
som de matte blive udsa£ for. I modsat fald er bareevnen meget
nem at beregne, den bliver nemlig lig med trazkstyrken af reret

eller stangen.

Det problem, vi ér ndet frem til, kan formuleres s&ledes: Bestem
bareevhen af den p& figur 10.4.2 viste konstruktion bestdende af
en stiv, tilstrazkkelig stark stang med radius Lqs fuldstandig
forbundet til en kappe af beton, ved hvis ydre rand med radius
rz‘aer kan optages en vilkarlig forskydningsspanding, men kun

et begraznset normaltryk p. Den stive stang flyttes langs rota-
tionsaksen (nedad), og b@reevnen skal udtrykkes ved den for-
skydningsspznding Tor der overfeores til den. Alle flytninger,
tajninger og spendinger er uafh:ngige af koordinaten 2 langs

rotationsaksen.

Da den radizre flytning u, vi; vere positiv, er ringspandingen

Oq 1ig med den sterste hovedspanding a,- Der md vare flydning
langs stangen i snit, der felger dens overflade; ellers vil

nemlig bade tejning og radizr flytning i betonen vare ﬁul. Forste
hdvedspandingsretning her ma derfor vare a = % - %. Stangens
frembringer kan imidlertid ikke vare én lang sliplinje. Langs en
sadan linje vil spandingerne nemlig variere (i rotationssymmetrisk
tilstand), hvilket ikke er tilladt. Frembringeren mi derfor vare

" indhyllingskurve for det ene sat sliplinjer (b-1linjerne).

Ved at antage et bestemt spandingsniveau langs frembringeren kan

man bestemme det sliplinjefelt, som_netop'indhyller frembringeren.
Dette er vist pé'figur 10,4.3. (s er indfert i kapitel 4). Lesningen
kan transformeres til et andet spandingsniveauvved i ethvert punkt at
transformere alle normalspandinger ¢ og- forskydningsspandinger « til

¢' 0og t', hvor

fC fC
ol- e =t (o - )

k=1 k=1 (10.4.1)
' = t ¢

t er et positivt, men ievrigt valgfrit tal. Hovedspzndingsretningen
og flytningerne er u=andret. De pa figur 10.4.3 viste kurvexr er der-
for uafhangige af vardien T af forskydningsspendingen langs stan-

gen.
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Af kurven over o, péd figur 10.4.3 bestemmes de pad figqur 10.4.4.
viste kurver over bareevnen T, som funktion af modholdet p og
forholdet mellem sterste og mindste radius af betonkappen,samt
naturligvis betonens trykstyrke. Alle kurverne er rette linjer,
og de gar igennem punktet (p/fc, To/fc) = {=1/(k~=1),0). For
rz/x:1 = 1, dvs. for den plane lesning jvf. afsnit 10.2, er
linjens haldning tany, hex 0.75.

1.5
1o 12’16 B, J’ 4 4 4

/S S
, 7

0.5 / 7z
" 7.

P~

1.0}

0L .
-05 -3 0 05 1 15
Figur 10.4.4 Bereevnen ved en lang, rund forankring.
Umodificeret Coulomb-materiale. k = 4 & ¢ =
36,9°

9.

Den hidtil omtalte lesning gmlder for det ikke modifiverede Coulomb-
materiale, dvs. for et materiale med trzkstyrken ft = fc/(k—1). 1
det modificerede Coulomb-materiale haves en mindre trikstyrke. Da
trykket i kappen aftager udefter, jvf. den faldende kurve over s

pa figur 10.4.3, kan trazkstyrken f£& indflydelse, hvis modholdet er
under en vis greznse. Denne granse kan findes for enhver verdi af
rz/r1. Verdien af kurven over s pd figur 10.4.3 afle=ses, og heraf
bestemmes Te ved a2t indsette den verdi af s, som giver farste (trwmk-)
hovedspanding g, netop lig med trzkstyrken ft; 5 = %(fc-(k+1)ft).
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Denne grznsekurve ses indtegnet pa figur 10.4.6.

Selv om gransen overskrides, kan lesningen imidlertid godt findes.
Ferst vil sp#ndingerne blive undersegt, og det vil derefter blive
vist, at de fundne spazndinger ogsid svarer til et szt mulige flyt-

ninger.

I de zoner, hvor den hidtil fundne lesning ikke gzlder pd grund
af den manglende trazkstyrke, ma den radizre flytning, og dermed
ringtejningen €gr blive sterre, end den ellers ville vare blevet.
Ringsp=ndingen L maé derfor vere si stor som mulig, dvs. lig med’

trazkstyrken ftf Dette indszttes i ligevagtsligningerne:

ag g - £
U_r+ rr t=0
N .
(10.4.2)
3T T
drz+ rz=0
r r
Lesningen hertil ses at vare
c c
- . )
o, = TR T, T (10.4.3)

Da forholdet mellem o, - ft og T, sdledes er uafhengigt af r,
betyder dette, at hovedspandingsretningen .a, som er givet ved

tan 2a = (10.4.4)

er uafhengig af r, hvis blot ogséi o, - ft er omvendt proportional

med r.

Bvis man for r voksende fra r, felger spandingerne optegnet i Mohr's
plan, f£a&s ferst nogle cirkler 1, 2 og 3, se figur 10.4.5, som tange-
rer linjerne T = % (¢—-o tang). Dette svarer til det umodificerede

Coulomb-materiale. Ved cirkel 3 bliver o, = ft' Dette svarer til det
cgrznsepunkt, der tidligere er beskrevet. Herefter f4r cirklerne 3, 4
og 5, der alle har en lodret tangent gennem punktet (o, 1) = (ft,U).
Dette svarer netop til, at ur’— £y Ty
forhold nemlig omvendt proportionalt med r. Det gzlder altsa for

og g, = ft aftager i samme

hovedspandingerne i planen, Gq 99 Ty at

- 139 -

(Gr J‘t rt)

T()I;
T

Figur 10.4.5 Mohr's cirkler for sp=ndingen for voksende
afstand fra omdrejningsaksen. Modificeret

Coulomb-materiale.

P& figur 10.4.5 er indtegnet en kurve for (o, rrz)- Den er Kkrum
indtil skeringen med cirkel 3. Herfra fas en ret linje. For for-
skellige vardier af p, i, 99 ft vil den krumme del af kurven altid
vare ligedannet med den viste.

Hermed er der fundet et sat statisk tilladelige spandinger, der
ferer belastningen videre under hensyntagen til den begrunsede
trekstyrke, dvs. en nedreverdilesning. At lesningen ogsa er en
ovrevardilesning, vil nu blive wvist. Om den tilherende flytnings-

tilstand skal nemlig g&lde, at

B, 2 ¢ = u, 20

(10.4,6)
£y z 0, £, = 0
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Disse betingelser er opfyldt af en flytningstilstand, hvor bade
den radi=zre flytning u,. og flytningen langs rotationsaksen a,

er uafhengige af stedet, og hvor u, er positiv. Af kontinuitets-
grunde valges naturligvis de vardier af u_ 0g u,, SOm man fik
fra beregningen af det umodificerede Coulomb-materiale i granse-
punktet. Det er hermed vist, at der kan knyttes en evreverdi-
mekanisme til nedreverdilesningen, og lesningen er da ogsa en

evrevardilesning, jvi. kapitel 2.

Da lesningen siledes bade er en aevre- og en nedreverdilesning,
er den bazreevne, der kan afledes af spendingerne, en korrekt
lesning. Da a - ft er omvendt propeortional med r, ses det, at
for punkter til venstre for grensekurven pa figur 10.4.6 og med
en fast verdi af Ty dvs. pa samme vandrette linje, er p + ft
omvendt proportional med r2/r1. Da verdien af rz/r1 er kendt pi
gransekurven, kan den nu findes i hele omradet. Ved at vzlge
netop den p& figur 10.4.6 viste made at gere resultaterne dimen-
sionslese pa er det opndet, at de gazlder for alle verdier af
trzk- og trykstyrken.

For vardier af p, der gor ordinaten pa figur 10.4.6 mindre end
vf?(k+1), her 0.4, bestdr lesningen af en cirkelbue med centrum
i (%, 0) og radius %, samt de deraf afledte ellipsebuer. Dette
indgses saledes: For rz/r1 = 1 er der plan deformationstilstand,
og lesningen kan f.eks. findes af (10.2.3), se figur 10.2.6. Med
u=0o0g v =a fés‘heraf . .

P, fC .
‘10 = e = 7?(1—(k~1)p) sin 2a

(10.4.7)

h

F
p == =-£(1-(k+1)p - (1-(k-T)p) cos 2a)
Dette ses at fremstille en cirkel med centrum pa abscisseaksen

for verdien

£
p = = (1=(k+tl)p) =

p + ft
£ -k-T)p 2

[—

(50.4.8)

Et skaringspunkt med abscisseaksen f&s for a = 0:

£

- c - - .
PE - 2p = _ft (10.4.9)

Cirklen gar altsi igennem origo og er lig med den omtalte cirkel.

For vardien af r7/r1, storre end 1 er p + ft som fer omvendt pro-
ortional med r2/r1 for en fastholdt verdi af L Losningen Kkan
derfor beskrives analytisk:

3 b/'(p+ft)r2
sing = T . ‘]r\_4_1o
E-TE-DE T, (16 )

T
o]

fcu(k—1)ft

= sinag coso (10.4.11)

Foruden den nu fundne korrekte lesning skal her til sammenligning
omtales to evrevardilesninger.

I den ferste antages flytningerne u. og u, at vare konstante over-
alt

A
[STE]

(u,,u,) = 3(sinv, cosv), ¢ 5 v (10.4,12)

Flytninderne er angivet i forhold til stangen i midten. Dissipatio-
nen og det ydre arbejde bliver

D = MLy ld(fc—(k—1)ft—(fc—(k+1)ft)sinVQ

+ 2n(r2-r1)15ftsinv

Ay = 2ﬂr1latoqosv - 2nr215p sinv
b = Ay =
= (f - (k-1 1-sinv ) B
‘Eo = | c { )ft) ~Scosv + (P+ft) o tanv - {10.4.13)

1

Minimering af t med hensyn til v under overholdelse af‘begransninger-
ne for v medferer

- < 1
Ta SVYr-s. 82 k+1

FoTRSTIES (10.4.14)
[+ t 1+ 8¢(k~-1) , s 3
2vk )

1
k+1



- 142 -

To
f, -lk-111,
2
1,5
1,0
0.5
p+iy
fc -‘k‘,”fi
0 05 1 . 1,5

Figur 10.4.6

Bzr=evnen ved en lang, rund forankring.

Cculomb-materiale med begrenset trakstyrke.
k=4o¢p=36,99,
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sinv = 1~ 28 s ¢
' = k+1
(10.4.15)
k=1 _ _. 1
KT < SineS Iy
(p+tf ) r
t’ "2
§ = gt 2 (10.4.16)
(F- (k- f Ty

Sammenlignet med den korrekte lesning giver dette altsi den korrekte
bzreevne for To/(fc-(k—1)ft) b v@y(k+1), mens der herfra benyttes
tangentlinjerne i stedet for de rigtige kurver. For et ret svagt
modhold, samt for rz/r1 = 1 er denne lesning altsd ret god.

Den anden evrevardilesning forseger at beskrive det tilfmlde, hvor
trakstyrken ikke har nogen indflydelse. Dette er opnaet ved at gere
volumenudvidelsen (dilatationen) mindst mulig overalt. Som fer ha-
ves en flytningsdiskontinuitet af sterrelsen & langs stangen, men
nu bliver vinklen mellem flytningen og stangen mindst mulig, dvs.
lig med ¢. Der anvendes som fer en konstant vardi af u,, mens u,
kan variere.

u, = & cosg; ur(r=r1) = & sing (10.4.17)

ur(r) > 0
Uy

€, =0 g =7 20y, =0"

£q + k £, = 0 =

u " du 1

r r _ _ . L,
T"'k"'&“ﬁ'-— 0=>ur = 8 Slhtp(r1) k (10.4.18)

. : r 1
= 1-sing sing 2, 1—+
D = 2mr 18f_(—5+ + 3 ((;?) k- 1)

LTyl
Ay = 2nr116(tocosw—p91nw(?7) k)
D = Ay =
£ - £ X 1 f
o} c 2. 1= o] k-1
T, = ——=+ ({z—= + p) {(—) kK - pe) — : (10.4.19)
° K k- I =1 o VE
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Lesningen, son er uafhengig af ft’ fremstilles af rette linjer
gennem (p, t) = (—fc/(k-1), a). '

P4 figur 10.4.7 er de to ovrevardier vist, idet kun den mindste
af dem er optegnet. Til sammenligning er ogs& den korrekte les-
ning vist med tvnde streger.

2.5

2.0

1.5

1.0

0.5

p+t
fe-lk-11,

)
!
I

0 0.5 B ) 15

Figur 10.4.7 Lang forankring. To svrevardier, (10.4.174)
og (10.4.19), samt den korrekte lesning
{med tynde streger).
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10.5 Delvist ru jern

Indtil nu har der varet forudsat en fuldstendig forbindelse mellem
jern og beton, sa et eventuelt brud her skete med betonens egen
brudbetingelse. Dette ses i lesningen, f.eks. ved at sliplinje~
nettet pd figur 10.4.3 har armeringsjernet som indhyllingskurve.
Hvis der er-en darligere forbindelse end dette, gzlder lesningen
ikke l®ngere. Man ma da i stedet tage udgangspunkt i de spandinger,
der kan overferes og opbygge lesningen ud fra dette.

Hvis flydebetingelsen langs jernet stadig er en Coulomb-betingelse,
med adhasionen a og friktionsvinklen 9yr OS5 det gelder, at

tang, (10.5.1)
tang

[e10\]

dvs. hvis de to flydebetingelser er proportionale, kan loéningen
pa figur 10.4.3 stadig anvendes. Jernet har nu bare ikke langere
radius r,, Mmen en storre vardi roe for hvilken det gzlder, jvi.
(5.11.1), at

[ sing

a 1
z + 5 arccos

R
[}
L]

ETE?é | (10.5.2)
Sliplinjefeltet benyttes nu kun for sterre verdier af r end L,
Herved fis netop flydning ogs& i fladen langs jernets overflade.
Resultatet bliver, at forankringens bzreevne bliver den samme

som bareevnen af et fuldstendigt forbundet jern med den akvivalente
radius Iy, som er mindre end den virkelige radius £ For forskel-
lige vardier af 95 kan den siledes fundne fiktive radius aflases

af tabel 10.5.1.

‘, 2
v
36,9 1
35 0,88
30 0,56
25 0,30
20 0,14
15 0,048
10 0.011
5 0.00094

Tabel 10.5.1 Zkvivalent ru-jerns-radius for delvist ru jern.
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N&r man har fundet bareevnen af den delvist ru forankring, som
beskrevet ovenfor, kan man finde de spandinger, der virker pi&
den virkelige stangs overfladé. Dette gores ved pa figur 10.4.6
for samme verdi af T, at finde den verdi af p, der svarer til
det virkelige forhold r2/rv. t er naturligvis altid omvendt
proportional med r. Hvis punktet p& figur 10.4.6 ligger til
venstre for graznsekurven, er der traekflydning i betonen hele
vejen fra jernet ud til modholdet. Flydebetingelsen langs det
delvis ru jern er nu ikke opfyldt, og der er derfor fundet en
nedrevardi for bereevnen. Beregningen kan dog i dette tilfazlde

foretages ganske simpelt:
Da p + ft er omvendt proportional med r, kan trykket Py pa
stangen beregnes
r,
Py = <p+ft) = - ft (10.5.3)
v
Med denne verdi kan nu den verdi af T, Cbseges, der netop giver
flydning langs reoret,

T, =4 + Py tan¢a (10.5-4)

Hermed er bareevnen fundet.

For jern med kamme eller ribber afhaznger mulighederne for kraft-
overfersel naturligvis af kammenes uvdformning. Dette er blevet
studeret af Uwe Hess i {79.3) ved hjalp af evrevardimekanismer,

som vist p& figur 10.5.1.

AN\

N

Figur 10.5.1 Flydemekanismer ved kamme.
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Der er ikke regnet med nogen vedhaftning mellem jern og beton;
bzreevnen skyldes derfor udelukkende de geometriske band, som
forkamningen lzgger pad flytningerne, og de deraf felgende

brud i betonen. Ved hjzlp af mekanismer som de pd figur 10.5.1
viste kan man finde en ovrevardiflydeflade for overgangen mel-
lem jern og beton, se fig. 10.5.2. De tilsvarende nedrevardier
er ikke fundet oy ligger formodentlig ogsa i visse tilfalde en
hel del lavere. Betonens trakstyrke kan meget vel £& betydning
i flere af mekanismerne.

: bet
beton-jern o

> O

S~~—}—

vl

Figur 10.5.2 Flydeflade for beton og evrevardiflydeflade
for overgangen mellem jern og beton. Princip.

Pa grund af det meget varierende spandingsforleb, der m& komme
omkring kammene,og den store indflydelse, som sma @ndringer af
kammenes ret stiliserede geometri formentlig vil f& pa bareevnen,
er det illusorisk at regne med hele kammenes geometri. Det vil
derfor vare rimeligt at forsoge at finde en simplificeret beskri-
velse af flydebetingelsen langs jernet. Dette kunne vere en re-
duceret udgave af betonens flydebetingelse som (10.5.1). Reduk-
tionen bliver sa& en slags forankringsfaktor som sterrelsen { i

betonnormen.
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10.6 Sammenligning med DS 411

I den danske betonnorm [73.3] findes der for ribbestil felgende
krav til forankringslzngden 1:

12— Yg (10.6.1)

>§_d
T g

(=

Styrkerne fV og ft er de karakteristiske vardier af stdlets
flydespanding og betonens trakstyrke, og { er den sakaldte
forankringsfaktor. Den bestemmes ved forseg og er definitions-
messigt lig med 1 for en bestemt type gevindstang. Ifwslge
vejledningep er { = 0,9 for dansk kamstal og 0,8 for dansk
tentorstal. Af (10.6.1) fas forskydningsspzndingen

£
min {1, 0,003 §X (10.6.2)

Yoo o
0,3 &

ft 6
For sammenligningen med det foregaende smttes [ = 1 svarende til,
at flydebetingelsen mellem beton og jern er mindst lige s& sterk
som betonens indre flydebetingelse. I det felgende betragtes kun

det tilfelde, hvor 0,003 fy 2 £, . Hermed fas:

T = i (10.6.3)

Da denne vardi altid i praksis vil vare mindre end 0,4 £ kan
forankringens bazreevne wvurderes ved hjelp af formlerne (10.4.1)
og (10.4.2). Der er anvendt den i normens tabel 3.2 givne sam-
menhang mellem betonens tr=k- og trykstyrke. Denne svarer til

den empiriske formel

£, T
THBa |/ 10MPa (10.6.4)
Hvis s beregnes af (10.4.1-2) med rz/:1 = 1, vil man finde, at

denne vardi for alle betonstyrker sterre end 10 MPa overstiger
den ifelge (10.6.3) beregnede vardi. Der beheoves altsid i disse
tilfelde intet modhold for at overfere forskydningssp=ndingerne

til betonen.

Hvis der antages et daklag over jernet af samme t&kkelse sSOm
Jernet, kan modholdet pa den sikre side modelleres som en kappe
med rz/r1 = 3. Hvig der i hele trykstyrkeintervallet 5 - 50 MPa
indszttes en trmkstyrke pd 0,3 MPa i (10.4.1), f&s v.rdier af

T,r SOM svarer udmerket til (10.6.3) med vardier ife.ge (10.6.4).

Det er altsd muligt at bringe overensstemmelse mellen beton-
normens forankringsformel og den udledte forankrings:iodel, hvis
dzklaget antages at yde et modhold, som svarer til en kappe med
samme tykkelse som armeringsstangens diameter og med den plastiske
trazkstyrke 0,3 MPa. Denne styrke er dog vasentlig lavere end den
verdi, betonnormen angiver (10.6.4).

Betonnormen er sdledes konservativ i forhold til den plastiske
model.
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11. Murverk

11.1 Indledning

Murvark bestadr af mursten og mertel, dvs. to materialer med for-
skellige styrker. Det mures i forskellige typer forbandt, men
her skal kun betragtes

ht
hs

b

ek

Figur 11.1.1 Tversnit af mur.

en halvstensmur, hvis lodrette tvarsnit er vist pa figur 11.1.1.
Der forudsattes plan deformationstilstand i den viste plan. Der
spges bzreevnen ved central, lodret belastning af muren.

Da stenene oftest er starkere end mertlen, vil mertlen begynde at
flyde, for stenenes styrke er naet. Ved den heraf felgende udad-
gaende bevzgelse af mertlen i fugerne opbygges forskydningsspan-~
dingen i de vandrette grznseflader mellem de to materialer. Herved
opstar et tryk i lodrette snit i fugen, som forsger fugens bzre-
evne. Man kan sige, at stenen armerer fugen. Samtidig med dette
tryk 6pstér et trzk i lodrette snit i stenene, og nir dette trak
kombineret med det lodrette tryk nar stenenes brudvardi, er bare-
evnen udtemt. Ved forseg ses ogsé ofte, at massive sten flazkker i
tynde flager, der efter forseget bogstaveligt talt md fejes op.

bet faktum, at der opstar vandret trvk i fugen og trak i stenen,
ses af og til forklaret i litteraturen ved de forskellige verdier
af Poissons forhold for sten og mertel, se f.eks. [59.1]1, [65.1]
og [80.1).Da verdien er sterst i mertlen, skulle det give den
sterste tvarudvidelse her og dermed trykket i mertlen og trakket
i stenen.
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Figur 11.1.2 Arbejdskurver for trykforseg fra [79.11.

Dette har dog formentlig ingen indflydelse pd forholdene near

den maksimale last p& muren. Dette ses bl.a. af, at arbejds-

kurven for trykforseget kun indeholder et ganske kort linesr-—
elastisk stykke, hvorefter der felger et langt, nasten line=zrt
stykke, hvor stenen stadig er elastisk, mens sterre og sterre

dele af fugen flyder, og spandingerne omlejres henimod den plastiske
lesning, se figur 11.1.2, som er fra {79.1].

11.2 En simpel evrevardi

Det forudsattes, at bade sten og mertel er plastiske materialer
med Coulombs modificerede flydebetingelse og hvert sit s=t styrke-
s fcs’ fts ©g 9oy f_p g ftf for henholdsvis sten og
fuge. Murens bredde kaldes b og hejden af sten og fuge henholdsvis

hs ©g be. k. 09 kg indferes ved hjelp af (3.3). Det forudsattes, at
der er en fuldstendig vedhaftning mellem sten og fuge, sa evt.
flydning her sker med det svageste materiales flydebetingelse. Murens
egenvagt negligeres. )

parametre, ¢

Idet trykket pa muren kaldes p, skal der her findes to evreverdi-
lospinger med homogene tejningstilstande i hvert materiale. I begge

tilfzlde haves en f=lles verdi af den vandrette hovedteining e, > 0.

1
I den forste ovrevardi onskes ren trakflydning i stenen; hvis anden
hovedtejning da bliver nul. I fugen bliver anden hovedtejning
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Dissipationen for en sten og en fuge bliver da

|4
. 1
D = bhS fts g + bhf fcﬁ E;

Det ydre arbejde bliver

D=4aA =

£ ' (11.2.1)

p = fcf + h

I aen anden ovreverdi sker der yderligere en sammentrykning af
stenen, hvis lodrette hovedtejning bliver

£ (11.2.2)

Man skal naturligvis valge den mindste af verdierne fra (11.2.1)

og (11.2.2). Formel (11.2.1) udtrykker tydeligt, at fugen er blevet
armeret af stenen, idet den udover fugens trykstyrke indeholder et
led, som er proportionalt med stenens trakstyrke. I formel (11.2.2)
er p et vagtet gennemsnit afAde to materialers trykstyrker. Der er
imidlertid tale om det samme fanomen, blot skal trakstyrken males
ved det aktuelle trykniveau p, og den er her afhzngig af p. Resul-
tatet fremgdr af figur 11.2.7, hvor hejderne svarer til almindelige

. . o
danske mursten, og der er indsat Py F 9 ® 307,

f°50,8———r*7’ .4
Noars s

0,4

02

fcf

0
0 02 04 06 08 1 fes

Figur 11.2.1 0@vrevardien for bareevne af murvaerk

h, = 55 mm, hf = 12 mm, kS = k., = 3.

s f

11.3 Forankring af fugen. Nedrevardi

pvrevardien er imidlertid ikke en korrekt lesning. Muren er nemlig
ikke pavirket af et trazk pd siden af stenene og et tryk pa fugerne.
Disse krafter skal overferes mellem sten og fuge ved enderne af fu-
gen. Stenen skal med andre ord forankres i fugen. Hvor lang en for-
ankringszone beheves hertil?

Til besvarelse af aette kan anvendes det passive cykloidefelt, som
er omtalt i kapitel 5.5. I dette felt overfesres den maksimale. mulige
kraft mellem sten og fuge. Lesningen er skitseret pad figur 11.3.1.
Til hejre for HIJ haves den spandingstilstand, som blev beregnef
tidligere i dette kapitel, dvs. med et tryk P pa vandrette snit, som
er den mindste af verdierne angivet af (11.2.1) og (11.2;2). I om-
rade CEGHFD er alle sliplinjerne cykloidebuer. ABC er en Rankine-
zone med den vandrette hovedspanding nul og den lodrette lig med
trykstyrkeﬁ af fugen. ACD og FHI er overgangszoner bestemt af deres
nabozoner og med henholdsvis rette b-linjer og a-linjer.
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Til beskrivelse af spandingerne indlzgges en x-akse med begyndel-
sespunkt i C og gennem H. Afstanden mellem C og H kaldes bz.

I C skal gzlde

T+sing
s:lf 20——.—2
2 “cf £ cosg,
e =0

Dette indsattes i (5.5.3), hvorefter ¢, kan bestemmes, og vi far

giad SF

1 cosz¢f o ‘ :
$ = Cg cot¢f(T:§TH$f e =N S (11.3.1)

Det lodrette tryk langs x-aksen er jvf. (5.1.3)
py = s(1+sin¢f) + CpCoSp .

Ved hijelp af {(11.3.1) fis siledes

sinwf %
resi —7, 5. .
glnmf cosTyp.o 1+51mpf
Py = CfCOtlpf W e + Cfcoswf(——gm; + 1) =
oy e vy
£ G/ : f
C H
/cp /// F % d T 1

Figur 11.3.1 Sliplinjefelt for forankring i fugen. -

Nedrevardilesning,
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sin¢f x
£ T2 e
_fer cos®y. o ‘
Py = %1 (kge = (11.3.2) -

For x = b2 er py = P, 09 da c_ er givet i (5.5.6), kan b2 findes

o
c cos2 (K.=1)
Singg tet®s £
2h plke.—1)
= E: In (g i + ki) (11.3.3)
tanwf(1+(¢f4-5jtanwf) et f £
ﬁen 10dfet€e kraft, der overferes pad CH, kan nu beregnes
b
)
K2 = f p1dx
o)
c cos2 b,E
. o *e (p—f ) - _2.cf
singg P=%cf K-
2h plke=1)
= £ - (p-f ¢ k°f1 1n(z i + #L)) (11.3.4)
tanwf(1+(wf+§)tanmf) cf™f £
Den kraft, der overferes langs AC er
h.f
K, = —-S£ (11.3.5)

ok

Restbredden for den midterste zone med det konstante tryk p er

. h 4h plk.—-1)"
by = b- £ £ - In (3 i + 72-)(11.3.6)
,v&} tan¢f(1+(¢f+§)tan¢f) ‘cf £ . £
og kraften pa dette stykke er derfor
Ky = byp : ‘ (11.3.7)

Den totale overferte kraft kan beskrives ved en middelspanding p*

over hele bredden b
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K,+2K,+2K
_ ™M 2773
p* - b
.
o f
= P (P fcf) _'“'k
£
4h. g plko-1)
- 5 (4 25 1n g+ D
b tan¢f(1+(¢f+5)tanmf) £ cf™f £
{p-L_¢)) (11.3.8)

Med denne formei samt (11.2.1) og (11.2.2) til beregning af p fas
de p& figur 11.3.2 viste vardier af p*.
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Figur 11.3.2 Bmreevne af murvark.
hS = 55 mm, hf =12 mm, b = 108 mm, ks=kf=3.

11.4 Forankring af fugen. Korrekt lesning

Det p& figur 11.3.1 viste sliplinjefelt reprasenterer som navnt
en lgsning, for hvilken der kan angives en statisk tilladelig
spazndingsfordeling overalt i fugen. Lesningen kan behandles
analytisk. Der svarer imidlertid ikke et szt af flytninger til
den. Hele omradet ADFHGEB skal nemlig kunne deformeres under
sammenpresning af Stenene. Dette er ikke muligt, da AD og BE
ikké er fiydelinjer. For at muliggere udpresningen af fugen skal
dens begransningslinﬂer vare flydelinjer eller vare indhyllings-

kurver for flydelinjer.

Den lesning, der korrigerer denne fejl, er vist p& Ffigur 11.4.1.
Her er ABC en Rankinezone med enakset tryk. ADC og BEC er Prandtl-
zoner med centervinkler % + %. I omré&de DFHGEC er spandingerne
fundet af spandingerne langs DCE samt betingelserne, at slip=~
linjerne skal tangere DF og EG. Ved H nds den i forvejen bestemte
verdi af trykket i det indre af stenen, og feltet til hejre for

HI er et Rankine-felt. FIH og GJH er felter, som er bestent af
sliplinjerne HF og HI, henholdsvis HG oh HJ. Kurverne CD og CE

er logaritmiske spiraler, men jo langere afstanden |CH| er, jo
bedre vil

// Figur 11.4.1 Sliplinjefelt for forankring i fugen.
' Korrekt lesning.

sliplinjerne i oﬁrédets hejre ende tilnarme cykloidebuer. Cyklo-
idebuen er faktisk granseformen for sliplinjerne, nar afstahden

|cH| g&r mod uendelig,
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Forskellen mellem de to lesninger, figur 11.3.1.09 11.4.1 kan ud-
trykkes ved, at cykloidelesningen kraver en lzngere randzone for
at opbygge trykket ved H end den rigtige lesning. P4 figurerne

er friktionsvinklen ¢ = 300, og med denne vinkel er langdefor-~
skellen 0.106 gange fugens heide.

Den nu fundne lesning er den korrekte under to forudsztninger.

pen ené er, at stenens virkemd&de kan udtrykkes ved, at den med hele
sin trakstyrke armerer fugen, dvs. at den virker som et en-dimen-
sionalt legeme., Trazkstyrken kan ganske vist afhange af trykket pa.
stenen, som det allerede er navnt. Hvorvidt denne forudsatning er
opfyldt, behandies senere.

Den anden forudsatning er, 'at den indre Rankinezone af sliplinjerne
opdeles i et helt antal rhomber, hvis vandrette diagonaler ligger
pé fugens s&mmetrilinje, og hvis lodrette diagonaler er fugens
hejde, samt de mellemliggende ligebenede tr=kanter, se figur 11.4.2.

Ved mekanismen vil der opsta lodrette trekflydelinjer i stenene ved
rhombernes spidsvinklede hjerner. De derimellem liggende stendele
vil bevages lodret sammen med de trekantede fugedele T, sa tre-
kanterne bevages parvis mod hinanden. Rhomberne R vil herved bevages
fra hinanden. De fire overgangsomrader g, vil translateres parvis
mod hinanden uden deformation. I omraderne 2z er der tejninger for-
skellige fra nul overalt, idet fugen presses ud. De to yderste
Rankineomrader S2 presses ogsa ud, men uden deformation.

Hvis den indre Rankinezone ikke kan opdeles i et helt antal rhomber
R 0g trekanter T, er denne mekanisme ikke mulig, og bzreevnen er
hejere. Det noget simplere, analoge problem at finde bazreevnen af et

udstrakt lag med hejden h af Coulombmateriale mellem to glatte plader

med bredden b for alle vardier af b/h, se figur 11.4.3, ex behandlet
af Green i [51.1]. I mekanismen, som er et kompliceret samspil af
ligevagtsligninger og kompatibilitetsbetingelser, indgar bade stive
legemer, flytningsdiskontinuitetskurver og zonebrud. Green undér—
spger kun Tresca-materiale (y = 0) og finder, at den gennemsnitlige
spznding hejst kan blive 4% hejere end svarende til den homogene
spendingsfordeling. Denne fejl fas for b/h = VF: For stigende var-
dier af b/h varierer fejlen meliem 0 og en evre grense, som aftager
mod nul. Selv om tallet formodentlig bliver sterre for et Coulomb-
materiale med f.eks. ¢ = 30°, som tillader sterre spandingsvarié-
tiongr, gores der dog kun en ubetydelig fejl ved at negligere dette

fznomen.

S1/\T/\T/\T /\51 S5
S z R XR z XXX’ ruGE
S1 T T T S1

STEN

Figur 11.4.2 Flydemekanisme i fuge med trzkflydning af stenen,

!
7

//{/

. —

Figur 11.4.3 Coulombmateriale sammenpresset mellem

to glatte, st®rke flader.

I mekanismen pa figur 11.4.1 sker der ren trmzkflydning i stenen,
koncentreret i nogle lodrette trzkflydelinjer. Dette fas i de
tilf=zlde, hvor trykket p i det indre af fugen er bestemt af formel
{11.2.1), Hvis imidlertid p er givet af formel (11.2.2), bliver
mekanismen noget anderledes, se figur 11.4.4.

De yderste dele af stenen 8 er stadig udeformerede, og sémmentryk—
ningen md her klares af zonen % i fugen. Resten af stenen og fugen
opdeles i rhomber R, hvis hejde nu er hejden af fugen plus hejden
af stenen. (Hvis stenen og fugen ikke har samme friktionsvinkel,
far rhombernes sider dog et knak ved passage fra fuge til sten,
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og rhomberne bliver til ottekanter). Disse rhomber kiler sig ind Bvis fugen er relativt stark eller lav, er den forankringslangde,

mellem hinanden, hvorved muren trykkes sammen lodret og forlanges fugen behever, ret kort i forhold til stenens hejde. Der vil da

v?ndret. Ogs& her galder det, at geometrien egentlig skal ga op, kunne forekomme et kompliceret samspil af forankringsproblemer
sa der bliver et helt antal rhomber; men dette fanomen negligeres af

i stenen og fugen med meget forskellige bevagelser og brudlinje-
de samme grunde som fer.

forleb.

11.5 Forankring af stenen I den felgende nedreverdilesning for stenens forankringsproblem

Idet forholdenme i fugen hermed er grundigt behandlet, skal stenens betragtes forst kun spendingerne i stenen, se figur 11.5.1. Til

forhold nu underseges narmere. Indtil nu er det antaget, at stenen- hejre for BD er hovedspandingerne lodrette og vandrette med et

“har en vis flydetrakkraft, som afhaznger af det tryk, den udszttes vandret trak ft ©g et lodret tryk p, som er fundet af (11.2.1)

for. Hvis det totale trazk i et lodret snit i stenen har ndet denne
verdi, kan der ske forl=ngelser af denne, ellers ikke. Dette forud-

eller (11.2.2). I trekantomradet BCD er de samme hovedsp=ndings-
retninger og den samme vandrette hovedspanding, men den lodrette
hovedspending kan have en anden verdi, Po- I trekantomraderne
ABC og CDE er et enakset tryk med sterrelsen fcs paralielt med
henholdsvis AC og CE. Til venstre for AC og CE er stenen spzn-

sztter, at der kan etableres sidanne spandingsfordelinger i stenen,
s& trazkspazndingerne kan blive jmvnt fordelt over de lodrette snit,

som flyder.
dingsfri.

Med disse spzndinger givet kan ligevagtsligningerne opstilles og
qz lpses, hvorved geometrien fastlazgges. Den nedvendige bredde b3 er

/N 7 "[STeN by = 8 prres) | ars)
Z R R |FUGE

! Den viste trykhaldningsvinkel v er givet ved

.~ £,°h
. \\\\\\\' ‘ tan v ='290b§ (11.5.2)
s R | STEN , E D ) |
I s
. : P
' ¥ +
| I . ek~ ~1- hs

7
)
y4 R R 'FUGE MY L
N7 \__]sTEN —
. p. B3y,

Figur 17.4.4 Mekanisme med sammentrykning ogsa af stenen. Figur 11.5.1 Forankring i stenen, nedrevardilesning.
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Tabet i bazreevne som felge af forankringen er

b3?0 - bgp

%s /———--(ft)rfcs)ft (p - p_)
7/ TE b0, o

Da bide p og p, er mindre end £, f4s det mindste tab ved at

valge Py s& stor som mulig; det vil sige

Py = max B fcsﬂks fts}
Herved bliver tabet enten nul eller negativt. Dette er lesningen,
nar kun spandingerne i stenen betragtes.

Med denne lesning fas imidlertid en lodret middelspanding i den
del af fugen, som ligger til venstre for D, som er sterre end
eller lig med spandingen i det indre af fugen. Dette er ikke mu-
ligt, da spzndingen i fugen vokser op fra mertlens enaksede tryk-
styrke ved kanten til verdien p i det indre. Spandingen kan ikke
overskride p, da denne vardi er bestemt som den, der ogsa giver
trakbrud i stenen. En realistisk lesning af stenens forankrings-
problem involverer altsd ogsi fugens forankringsspandinger.

Fra kapitel 11.3 f&s den lodrette kraft P, som overferes ved fugens

forankring

P hg

vk

= + +
P K K3 .

2

Her antages som en tilnzrmelse den samme middelspanding, dvs.

_P (11.5.3)

Af (11.5.1) kan b3 nu findes.

Denne bredde sammenlignes med den p& figur 11.3.1 viste afstand
AI. Hvis b3 er storre end denne, dvs. hvis
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hf
by > by + = (11.5.4)
ka

reduceres bareevnen p+ fra formel (11.3.7) til p**:

= 2
p** = p* - £ (p-P,) (by-b (11.5.5)

1

-h

27Pg =
ke

For almindelige mursten (hS = 55 mm,. b = 108 mm og hf = 12 mm) er
stenforankringsproblemet dog ikke aktuelt; (11.5.4) bliver ikke
opfyldt, hvis fugens trykstyrke er under 80% af stenens.

I de tilfslde, hvor (11.5.4) bliver opfyldt, er reduktionen fra
p* til p** ubetydelig, sa figur 11.3.2 gazlder ogs& med hensyn-
tagen til stenforankringsbruddet.

F//B

- ——

NN
Figur 11.5.2 Forankring i stenen, korrekt lesning.

Den tilsvarende korrekte lesning ses pa figur 11.5.2, Til hejre
for ACB er spandingerne som i det indre af stenen. A og B er poler
for to logaritmiske spiraler gennem C. I udfyldningszonen mellem
disse ligger D, lige langt fra A og B, og med enakset lodret tryk
fcs' D angiver nu det yderste noedvendige punkt i stenen, idet der
findes en kurve EDF, til venstre for hvilken stenen kan antages

spandingsles.
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11.6 Materialernes styrkeparametre

Styrkerne af murvarkets enkelte komponenter bestemmes ved standar-
diserede forseg. Et murstensprevelegeme bestidr af to halve mursten
muret ovenpd hinanden med en tynd cementfuge imellem, se figur 11.6.1.
Prevningen sker ved lodret sammenpresning i en prevemaskine.

172 MURSTEN

TYND CEMENTFUGE

1/2 MURSTEN

Figur 711.6.1 Standard-murstensprevelegeme:.

Da fugen er smal, og hvis dens styrke ikke ligger langt fra stenens
styrke, vil den ikke @ndre denne meget. Selve provelegemets geometri
kan dog godt betyde noget for den aflzste styrke. Dets form er nem-
lig omtrent kubisk, og den heraf fundne "terningstyrke" ligger noget
hejere end "cylinderstyrken" malt pa cirkulare cylindre med en hejde
pa 2 gange diameteren. For beton anvendes ofte en faktor 1.25 mellem
de to styrker. Dette er narmere belyst i kapitel 7. Mens der skal
tre parametre til at beskrive styrken af et!Coulombmateriale, miles
der kun en sterrelse ved forseget. En vasentlig forskel pd massive
sten og hulsten kunne vare deres trakstyrke, men denne males ikke.

Mortlens styrke miles pad 2 x 2 x 12 cm pizvélegemer lagret mellem
trzkpapir pa en made, som tilstraber en vandsugning ligesom den,
stenen udever pa& mertlen. Der kan laves bade tryk-, bejnings- og
spaltningsforseg med disse stenger, se figur 11.6.2.

S
P

Figur 11.6.2 Mertelprovningsforseg.
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'For trykforsegene galder, at styrken ma vzre mindst som terning-

styrken. Teoretisk set m& styrken vare mindst lige sa stor som

s

L]

I

Figur 11.6.3 Teoretisk prevelegeme til wvurdering af

mertelstyrken.
styrken af et langt prisme med kvadratisk tvarsnit belastet langs

hele den ene side, se figur 11.6.3., da de ubelastede ender pa
figur 11.6.2a muligvis kan gere en vis modstand mod sammentryknin-
gen. Ifelge kapitel 7 er denne styrke 1.7 gange den enaksede tryk-
styrke for et Coulombmateriale med en friktionsvinkel pa 37°.

Friktionsvinklerne for materialerne males normalt ikke. I [73.1]
er dog refereret nogle forseg til m&ling af styrkerne af sten og
mortel ved fleraksede spandingstilstande. Forfatterne til artiklen

finder konkave brudkurver i
»

compression (Ibf/sq inx10%

"tension (Abf/sq in x102)
Figur 11.6.4 Toaksede trak-tryk-brudbetingeliser for
modelmursten fra {73.11.
traek-trykomrddet, se figur 11.6.4. Trazkstyrken er ca. 0,05 - 0,1
gange trykstyrken, og denne vardi synes at vokse med trykstyrken,

modsat af hvad der g@lder for beton.

Hvis kurverne, og specielt deres everste del, som er mest relevant
her, skal tilnarmes med rette linjer gennem den enaksede trykstyrke,
skal der kun anvendes ca. det halve af den milte trazkstyrke. Dette
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svarer til en verdi af kg P& ca. 25, eller en friktionsvinkel pa
ca. 67°. Indferes denne verdi, andres figur 11.3.2 til figur
11.6.5. #£ndringen bestar i, at den everste kurve er erstattet af
en lavere, mens de lavere liggende kurver er de samme. Deres
gyldighedsomr&de er dog indskranket ved =ndringen.

p*

fes

1

e
0.8 e

06 /‘7/
o

e o5
r0, 01
0.2 /// ,%§=o

0 \ fer
0 02 04 06 08 1T

Figur 11.6.5 Bareevne af murvark
hS = 55 mm, hf = 12 mm, b = 108 mm,

kg = 25, kg = 3.

Der blev lavet forseg med to merteltyper. De malte

shear stresses TIfbf/in2x109) shear stresses TUbH/inZx10%)

83

-

1 3 L5 6 7 8 9 1 2 3 . 4 5
principolstresses oirbt/in2x103) principal stresses G (fbf/in2x103)

Now A

-

Q
Q

FPigur 11.6.6 Mohr's cirkler for to merteltyper, fra‘[73.1].

Mohr‘*ske cirkler er vist pa figur 11.6.6. En retlinet tilnzrmelse
til deres indhyllingskurver kan godt antages at have en hzldnings-
vinkel (friktionsvinkel) pa 30°.
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11.7 Forsegsresultater

P& figur 11.7.1 er vist resultaterne af to forsegsserier, som er
beskrevet i [44.1] og [51.2]. Forsegene er trykforseg med piller
opmuret med forskellige sten- og merteltyper. Kun forseg, hvor
stenstyrken var malt sterre end mertelstyrken, er medtaget.

2y
fcs /
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Figur 11.7.1 Resultaterne af 17 murstenspilletrykforseg.

P4 figuren er indtegnet to kurver. Kurve a er den overste kurve
pa figur 11.3.2, der som pavnt forudsztter en trakstyrke pa op
til 5% af trykstyrken, samt kS = 3. Kurve b er den tilsvarende
fra figur 11.6.5, som kun kraver op til 2% trakstyrke, og ks = 25.

Af figuren ses for det ferste, at forsegsresultaterne har en stor
spredning. Det synes dernast, som om bareevnen stiger starkt med
mertelstyrken for de svage mertler, nasten efter teorien, mens den
teoretiske bareevne ikke kan opnas for de relativt starke mertler.

Dette forleb, ferst en stark stigning, dernest en langt mindre
stigning, genfindes bedst i kurve a. Denne kurve ligger dog over
stort set alle forsegsresultaterne.

Kurve b, der bygger pd malte brudbetingelser ved fleraksede spzn-
dingstilstande bade i sten og mertel, ses at passe udmerket for de
lave mertelstyrker, den er maske endog en smule konservativ. For de
hejere mertelstyrker giver den dog ogsi for heje vardier.
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Det kan saledes konkludereé, at for de svage mertler, dvs. op til
ca. 20% af stenstyrken, opndr murpillerne den teoretiske styrke,
mens dette ikke er tilfeldet for de stzrkere mertler. NAr mertel-
styrken narmer sig:til stenstyrken, skulle pillerhes styrke teore-
tisk narme sig den samme vardi. De opndr kun ca. 60% af denne.

Ved optegningen af Kkurve a og b pa& figur 11.7.1 er der ikke taget
hensyn til, at den enaksede trykstyrke er lavere end ternings=~
styrken, som omtalt i kapitel 11.6. Regnes der med det samme for-
hold mellem disse to styrker for sten og mertel, og szttes dette
forhold til 0.8, skal de teoretiske kurver pa figur 11.7.1 multi-
pliceres med 0,8. Kurve b feres herved over i kurve c. Hermed
bliver uoverensstemmelsen for de heje mertelstyrker mindre,

da kurve c ikke ligger langt over forsegsresultaterne, nar deres
indbyrdes spredning tages i betragtning.

Det kan saledes konkluderes, at en plastisk beregning af murvarks
trykstyrke pa grundlag af styrkerne af sten og mertel er mulig, nar
blot der tages hensyn til stenenes begransede trzkstyrke og ud-
formningen af de forsegsemner, hvoraf stenenes og mertlens styrker
findes.
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12. Proppers bareevne

12.1 Indledning

g

Figur 12.1.1 Prop af Coulomb-materiale.

Udpresning af stift stempel.

I dette kapitel betragtes en prop af Coulomb-materiale indstebt i
et huli et uvendelig sterkt materiale, se figur 12.1.1. Proppens
ene ende (den nedre) er fri, mens den ovre ende belastes med et
tryk pafert gennem et stift stempel. Overgangen til stempel hen-
holdsvis veg kan vere glat, delvist ru eller fuldstandig ru.
Hullets sider er pé:allelle, endefladerne vinkelrette derpa, og
belastningen star vinkelret pi endefladerne. Figur 12.1.1 kan ses
enten som plan deformationétilstané eller som rotationssymmetrisk
tilstand, sa "proppen" enten er en "plade" eller en'egentlig rund
prop.

Hvis vazggen er glat, er bmreevnen nul. Der tages derfor udgangs-—
punkt i den helt ru vag, dvs. at proppen er stebt ind i hullet

med et usvakket stebeskel. Lesningen vil s3 senere blive modifice-
ret til at galde for delvist ru vagge.

Emnet har ikke kun akademisk interesse. Det karakteristiske ved

_broblemet, nemlig det, at en masse presses ud mellem nogle uefter-

givelige vagge, indgir i adskillige af denne afhandlings emner,
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nemlig kapitel 7 om trykstyrken af "lave" prevelegenmer, kapitel
10 om forankring, kapitel 11 om murverk og kapitel 13 om silo-
tryk. '

For den rumlige behandling gives. skal der i det folgende afsnit
vises to eksempler pa endimensionale modeller, som kan beskrive
spandingsforlebet udmzrket i visse "propper". De parametre, der
skal inds@ttes heri, kan dog kun findes ved rumlige undersegelser.

Disse beskrives i de senere afsnit.

12.2 Endimensionale modeller

I de to modeller, der opstilles i dette afsnit, antages det, at
spendingsvariaticnen over de enkelte tversnit i proppen er kendt.
Der er sdledes kun én ubekendt funktion, nemlig spandingsniveauets
variation p& langs ad proppen.

Den ferste model angdr propper med konstant tvarsnit og er en slags
generaliseret udgave af Janssen's beregning af spandinger i et silo-
medium. Den anden model beskriver propper, hvis tvermidl varierer
linez=rt med hejden. Den felger princippet i Jenike's beregnings-
model for tryk i et silomedium i en silos udlebstragt, [64.11.

Konstant tvarsnit

P
dx Yi tashp
1p+dp

X
Figur 12.2.1 Enakset model for tryk i prop.
Dex Betragtes en vandret skive i proppen, se figur 12.2.1. Skivens

tversnitsareal kaldes A og dens omkreds S. Der indferes skivens
hydrauliske radius I, gennem formlen

-7 -

For en cirkel bliver dette lig med den halve radius, og for en
stribe fis stribens halve bredde. De lodrette krafter, der virker
pa skiven, er felgende: Trykket pd oversiden paA, trykket pa
undersiden (p + dp)A, forskydningskraften pa siden (a + ip)Ssdx,
samt egenvagten yAdx. p er middeltrykket over skiven. Da dette
nzppe er lig med trykket ved kanten af skiven, er parameteren

A, som angiver friktionen langs vaggen, ikke kun en materiale-
parameter. Den afhanger ogsa af spendingsfordelingen over tvar-
snittet., Da de fire pd skiven virkende lodrette krafter skal
danne ligevagt, fas felgende differentialligning:

PA + yAdx = (p+dp)At(atip)8dx =

de .3 Xy (12.2.1)

Hvis vy, a og A er uafhangige af x, er lesningen hertil

- : * o4x
_ _ a h h _
P=(py = =g~ *3e Ty

>iw

(12.2.2)

hvor Py er en arbitrzr konstant (vardien af p for x = Q).

TPormel (12.2.2) giver ikke en nejagtig beskrivelse af forholdene

i hele hejden af en virkelig prop. Vardien af A vil variere ved
bunden af proppen og somme tider ogsd ved toppen, men i et stykke
herimellem vil variationen vare lille. Formlen kan derfor udmarket
bruges f.eks. til at vurdere hejdens indflydelse'pé b&reevneq.

Som navnt foruds=:ttes det, at X er uafhangig af x. En tilstrakke-
lig betingelse herfor er, at spandingsfordelingen over tvarsnittet
er ens i alle snit. Mere pracist betyder dette, at alle forskyd-
ningsspendinger og alle differencer mellem en normalspznding og
trazkspzndingen c coty skal vare-et produkt af p og en funktion af
placeringen i tversnittet. Heraf felger, at ligningen

o]

Tany (12.2.3)

>l

skal vzre opfyldt.
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Linezrt varierende tversnit’

I den nederste tragtformede del af en silo er "proppen" kegle-
formet, dvs. at alle vaggens frembringere er rette linjer, som
gar igennem et bestemt punkt, keglens toppunkt. Alle afstande
i tversnittet varierer saledes proportionalt med hejden over
toppunktet. Spandingerne kan findes i en model, der er analog
med den, der blev anvendt ved konstant tvarsnit.

z | 1p+dp
dz| |\ Yl [ta+Ap

Te

Figur 12.2.2 Enakset model for tryk i kegleformet prop.

Et udsnit af proppen er vist pa figur 12.2.2. Af bekvemmeligheds-
grunde er den nedadrettede x-akse pd figur 12.2.1 her erstattet
af en opadrettet z-akse med sit nulpunkt beliggende ud for keg-
lens toppunkt. Tversnittets omkreds S er proportional med z, og
dets areal A er proportionalt med 22:

é =5 z; A= a z
I det‘plane tilfzlde erstattes dette af: § = Sof A = a z. Ligesom
for antages det, at trykket er fordelt pa samme made over alle
tversnit. Trykket p& tvarsnittet reprasenteres af middeltrykket
p- Den lodrette komposant af trykket pa& vzggen er som fer en li-
nezr funktion af p, nemlig a + Ap, beregnet siledes, sd den lodrette
kraft, der overferes, er (a + Ap)Sdz. Formel (12.2.3) forudsattes
stadig opfyldt. Den lodrette ligevagtsligning'opstilles som for,
idet man dog nu skal huske det bidrag, der skyldes andringen af

tvatsnitsarealet:
{(p+dp) (A+dA) + yAdz = pA + (a+kp)Sdz o

Ag-g +p%§ + YA - (atAp) § = 0
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a
Som for indferes den hydrauliske radius ry = % = 39 z=r_z,
og vi far ' ©

ap —a-ip =

r.z 3zt 2pro-+1roz a - Ap Q=
A-2r a

’ ptyz—-—— =0 (12.2.4)
o o)

3]
q5]
]

I det plane tilfzlde erstattes 2-tallet i ligningen med et ettal.

Lesningen til differentialligningen er

k~2ro
YIOZ a 4 r YrOZO a
P = ng?o_ T + (;_) O (P _— e+ e ) (12,2.5)

° 25 o h-—3rO X—Zr0
I det plane tilfzlde erstattes alle 2-tal med 1-tal og 3-tal med
2-tal.

Den arbitrare konstant P, er afpasset, sa man far p = Py for z = Zq-

Det ses, at lesningen indeholder en linear funktion (de to ferste
led 1 (12.2.5)), som er uafhangig af trykniveauet PysSamt et potens-
udtryk. Pa eksponenten her normalt vil vare sterre end 1, vil ind~
flydelsen af det sidste led forsvinde for smd verdier af z. Nar

z ngrmer sig nul, vil trykket altsid (asymptotisk) variere line=rt

og vare uafhangigt af belastningen hejere oppe i proppen.

Ved beregningen af a og A skal man vare opmarksom pa, at S er om-
kredsen af proppen og ikke proppens overfladeareal pr. hejdeenhed.
Hvis man kalder normalspazndingen ved proppens begransning o, ©9

forskydningsspandingen t se figur 12.2.3, bliver den lodrette

nt’
kraft, der overferes til vzggen inden for hejden dz,

(a+Ap)&dz = (tnt—dn cot@v)Sdz (12.2.6)

Her er e, vaggens hzldning med vandret. Hvis g, °9 Tnﬁ er kendte,

linezre funktioner af p, kan a og A bestemmes heraf.

Tnt
dz }i‘.’gn
; Z v

Figur 12.2.3 Spandinger ved proppens begransning.
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12.3 Plan deformationstilsfand

Konstant tveErsnit

Ved plan deformationstilstand, vegtlest materiale og fuldstandig
ru vagge bkliver lesningen den i afsnit 11.4 fundne lesning for
fugeforankring i murvark, se figur 11.4.1. Sliplinjefeltet vil
narme éig asymptotisk til det i afsnit 5.5 udledte cykloidefelt.
Hvis vaggene kun er delvist ru, vil lesningen ogsa narme sig til
cykloidefeltet, men nu kun til et mindre udsnit af dette, og
sliplinjerne vil ikke tangere vaggen.

I afsnit 11.3 er vist en analytisk nedrevardilesning med cykloide-
feltet, se figur 11.3.1. Et stykke fra bunden er forskellen mellem
de to lesninger, at nedrevzrdilesningen bruger et lidt lznhgere
stykke (ca.” 0.1d mere for ¢ = 30°) til at opnd det samme tryk i
proppen. ‘
Spendingerne i proppen et stykke over bunden kan saledes beskrives
ved en lesning med cykloidefeltet som pa figur 11.3.1, og der kan

i denne lesning regnes med en lidt sterre l=ngde af proppen end
den aktuelle. For denne lesning er A konstant, og den kan bestemmes
analytisk. Den afhanger af friktionsvinklen ¢ og af trykhzldningen

ved vaggen, dvs. af vegfriktionsvinklen Py-

Ved sammenligning af (5.5.3) og (12.1.2) ses nemlig, at spandingerne
ilbegge tilfzlde vokser eksponentielt. I (5.5.3) skal indsattes

@ = 0, svarende til midten af feltet (y = 0). Eképonenterne i‘de

to tilfelde ma& da vare ens paner det fortegnsskift, éom skyldes,

at x-akserne i de to tilfelde er vendt hver sin vej: ' ‘

2

= (12.3.1)

>
1]
1]
o
=
[3%)

Hovedspzndingsretningen ved vaggen 8, findes som kqmplementsvinklen
til den vinkel, der angives af formel (5.11.7) langs en delvis ru

vag:
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"] sing
=X _ o x_ v, .1 v
by =27 (g - 3 * 3 arccos o)
S I N
yy 7 73 arccos ETBE_ (12.3.2)
For denne vinkel fas af (5.5.2)
y = £-¢ (28, si +gin2
2 o) v nyg = sin ev) =
siny sing
I = (E+-¢ —arccos —r——)sing + cos (y_-ar Yy (12.3
2c0 2 v sing ¢ P ceos sing )¢ -3.3)
Dette indszttes i {(12.3.1), hvorefter )\ findes:
- siny
= =+ - T
A tamp((2 p,mBrccos STy Jtang
sing
cose cos(wv—arccos sing }) (12.3.4)

Resultatet (72.3.4) kan illustreres som vist pd figur 12.3.1,
der visek "sidetrykskoefficienten" X/tanwv.

Beregningen kan gennemferes for aktivt trvk pa tilsvarende made.
Resultatet bliver, at der i formel (12.2.4) skal skiftes fortegn
foran % og de to arccos-led. Dette resultat opnas ogsi ved formelt
at indsztte ¢ med negativt fortegn. Det skal dog her erindres, at
det altid galder, at 0 £ arccosx X =w, forudsat |x| S1.

For de omrader i en sileo, hvor spazndingerne er uafhzngige af hejden,
se f.eks. figur 13.3.11¢c, er A ogs& konstant. Den kan beregnes ana-
lytisk, se figur 12.3.2. Af ligevagtsligningerne fas, da t og uy er
vafhengigeaf y, at o m& vere uafhangig af x, samt at t mad variere
line=rt:

T =YX (12.3.5)
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3 <
)\ L ——

tan Y, | \ _P=30°
o ———

20°

S T
—15°

Py
20° 30°

Sidetrykskoefficient for plan deformations—

0 10°
Figur 12.3.1
tilstand, passivt'tryk, rumvagten uden be-
tydning (cykloidefelt).
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— o
I o, .x)
P x
L 4
a b

Beregning af sidetrykskoefficient for
silomedium med rumvegt og spendinger, der

Figur 12.3.2
ikke varierer med hejden.

I Mohr's plan ligger altsa alle punkterne (Ux,t) pa samme lod-
rette linjestykke. For at simplificere beregningerne szttes
—Oy formelt til 1. Centrum for Mohr's cirkel kan nu findes

s sing =/1:2+(1—s)2 ®

szcoszm—ZS + 1 + 12 =0

=

1 1

_ __r 2 .2
s = 5 co5y tan“g~1

cos“y
Her er valgt fortegnet minus foran kvadratroden. Dette giver los-
ningen for passivt tryk i proppen. Ved aktivt tryk skal fortegnet
vere plus. Nir s er beregnet, kan oy findes:

{(12.3.6)

—uy = 25 - (—ax) (12.3.7)
Dernast beregnes middeltrykspandingen
. X
= _1
p = ;] (—uy)dx (12.3.8)

(o]

Ved sammenligning med figur 12.2.1 ses, at sidetrykskoefficienten

er

= — . (12.3.9)
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Ved at udfere de ovenfor resumerede beregninger og benytte, at
bredden er bestemt af vegfriktionsvinklen gennem ligningen

T .
23 = tane (12.3.10)

fas felgende analytiske udtryk for sidetrykskoefficienten:

X - coszw
tang
v 1+sin2¢wsinw[ 1~X2+-% arcsin X ] (12.3.11)
< . tampv
. - ktaneg

P =30°
- \o\

o 0°\

o \\\\‘\\\
o

Py
0 10° 20° -30°

Figur 12.3.3 Sidetrykskoefficient for plan deformations-

0

tilstand, passivt tryk, spzndingerne domi-
neret af rumvagten.
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Resultatet heraf er vist pa figur 12.3.3. Ved den tilsvarende be-
regning for aktivt tryk skal der i formel (12.3.11) skiftes for-
tegn foran parantesen, der reprasenterer integrationen af kvadrat-
roden i formel (12.3.6). Det samme opnds ved formelt at inds=ztte

-p i stedet for ¢ i (12.3.11).

Sammenlignes figur 12.3.3 med figur 12.3.1 ses det, at kurverne
har samme vardi for Yy = 0, nemlig k = tanz(% + %). For sterre
verdier af L falder kurverne for den silo, hvor spanpdingerne

domineres af rumvagten, kraftigere med 9y end kurverne for den

silo, hvor rumvagten er uden indflydelse.

Line®rt varierende tvarsnit

T afsnit 12.2 blev den endimensionale trykbestemmelse undersegt

for en prop med lineart varierende tversnit. Der blev opstillet
differentialligningen (12.2.4), og lesningen blev angivet (12.2.5).
Den bestar af en line®r del og et potensudtryk. Hvis trykket pa
proppen har den vardi, det lineare udtfyk angiver, bortfalder
potensudtrykket. I dette tilfalde er forudsztningen om, at XA er
konstant, eksakt opfyldt. A kan findes.

Beregningerne kan udferes med udgangspunkt i spmndingerne i det
lodrette éymmetrisnit. Her er hovedspandingsretningerne lodrette
og vandrette med sterst tryk (tredje hovedspanding) pad lodrette
snit. Spandinéerne varierer lineart med hejden med verdien nul

i keglens toppunkt. Cohzsionen, som ikke har nogen indflydelse
pé vardien af A, s@ttes til nul. Spzndingerne findes ud fra
dette som angivet i fe@rste begyndelsesverdiproblem, jvf. afsnit
5.2.

Nir spazndingerne er fundet, kan middeltrykket p i et vandret snit
beregnes. For en valgt vaghaldningsvinkel o1 se figur 12.2.3,
kendes spandingerne pa vaggen, T @9 Thy- '

Ved hijzlp af formel (12.2.6) kan X beregnes.. Resultatet heraf er
vist pa flgut 12. 3 4, der viser X som funktion af ¢, ¥y ©9 0,

Figur 12.3. 3 er et specialtilfzlde heraf, nemlxg o, = 90°,
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Figur 12.3.4 Sidetryk-parameteren A i en silotragt.

Plan deformationstilstand.
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Et hjorneproblem

Vi vender nu tilbage til figur 12.1.1 for at behandle et specielt
problem, der kan opstd everst i hijernet ved stemplet. En betvdelig
del af lasten p& stemplet vil fores direkte fra et omrade nar stemp-~
lets rand som tryk ned til den overste del af roret. Denne overfor-
sel gar skrat igennem stemplets og rorets overflader, og der ma
derfor stilles visse krav til vagfriktionsvinklerne her. Hvis disse
vinkler er tilstrakkeligt store, kan hjernet blive si st®rkt "inde-
klemt", s& spandingerne g&r mod uendelig, nar man narmer sig hjernet.
Hermed haves altsa et eksempel pa en ideelt plastisk konstruktion,
hvor spandingerne visse steder er ubegraznsede. Som det vil blive
vist senere, er den teoretiske bazreevne dog som regel stadig
begrznset.

L2

NG,

Figur 12.3.5 Sliplinjefelt ved "indeklemt" hjerne.

Hvis bade veggen og stemplet er helt ru, vil hovedspendingsret-

ningen ved v@g henholdsvis stempel vare o = % - %"og o = % + %, se fig.
12.3.5. Alle sliplinjerne, AB, BC, CD, DE osv., vil derfor have

den samﬁe vinkel mellem deres endetangentet,nemlig ¢. -Hvis veg

eller stempel kun er delvis ru, £is en mindre vinkel, se afsnit

5.11.

Da det interessante i dette problem foregir inden for et lille
omrade, og spazndingerne heri varierer meget kraftigt, kan egen-
vegten negligeres. Variation i spandingsniveau'et langs en af
sliplinjerne kan nu findes ved integration af formel (5.1.2):
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ds = ¥ 2(s tany+c) do =

+2tan¢(9—eo)

s = (s tccoty) e - ¢ coty

Med [9—@0] = Ao f£&s her

sgrocoty = (s,+c coty) 240 tane

sotc coty = (s +e coty) 266 tany

B
osv.

Ud fra 'spsndingsniveau'et ved A kan spendingerne nu bestemmes i
alle punkterne B, C, D osv., og det ses, at spandingen gar mod
uendelig, ndr punktet gar mod P. Hvis bade veg og stempel er
helt ru, er Ae = ¢.

Her skal bestemmes et tilnzrmet udtryk for den forskydningskraft,
der overferes langs EBP. Spandingen er kendt i nogle punkter pa
BP, men disse puﬁkters nejagtige placering er ikke kendt, og
spandingen kendes heller ikke imellem disse punkter.

Det galder imidlertid, at sliplihjerne asymptotisk vil £3 samme
form, efterhanden som de.narmer s$ig til P. Hvis AB havde denne

grenseform, ville alle de senere sliplinjer ogsd fa denne form,
ongpandingerne viile vokse mod uendeliqg efter formlen

T _ % .£f
= & (12.3.13)

B B

hvor x-aksen har begyndelsespunkt i O og gar gennem B. Potensen

f er negativ. Den kan findes ved hj=zlp af Xps

IQ _ (Eg)f - e4A9tanw =
r *p
- 4Ae:ang _ | (12.3.14)
1n (D) '
B

Sliplinjérne kan tilnernes med cirkelbuer, der har de korrekte

tangentretninger i enderne. Man far

(12.3.12)
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= K I 2

— = tan(-e + = + &)

LAPI 4 2

c| _

— = tan{ @& - 7 +

IBPi 4 2

jcp| {123
-— = Sin2e - cosg (12.3.15%)
{ap| sin28 + cosy

Her er ® den gennemsnitlige hovedspandingsretning i omradet

8 = %(9A+QB). I den rigtige lesning vil AB have sterst krum-—
ning nzr B, og BC vil have sterst krumning:nzr C. Formel
(12.3.15) vil derfor give for stor en verdi. Fejlen vil veare
storst for store friktionsvinkler. Hvis stemplet og vaggen er
lige ru, er o = %, og (12.3.15) kan skrives

jcr| x

D _ 20 i
;g = tan 5 . (12.3.16)

[ap|
Dette indferes i (12.3.14), som for helt ru stempel og vag bliver

£ = 4gtany _ 29tany

ln(tanz%) ln(tan%).

(12.3.17)

Ved integration af (12.3.13) fra P til B fas en overfort forskyd-
ningskraft pa stykket BP pa
TrXnS

F = ? f} ‘ ' (12.3.18)

hvor f beregnes ved hj=lp af (12.3.17). § er omkredsen, jvf. afsnit
12.2. (12.3.18) g=lder kun, nadr £ > -1. I andre tilfzlde fas for-
melt en ubegraznset kraft. Med den vardi af £, som (12.3.17) giver,
fas dette for ¢ 2 390; for sterre friktionsvinkler end ca:_39° fas
altsa formelt en uendelig béreeyﬁe af proppen. Detté er doé ikke
korrekt, men skyldes, at (12.3.i6j som n@vnt giver en for hej vardi.
Derved bliver den numeriske vardi af f ifelge (12.3.17) ogsad for
hej.

Proppens bareevne er nemlig ikke uendelig, si l#nge stemplets underside
er plan, og friktionsvinklen ¢ er mindre end 45°. Dette indses ved
hj=lp af mekanismen pd figur 12.3.6. Figuren viser den everste del
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af proppen. De evrige dele af proppen giver et middeltryk p pa den - Dissipationen og det ydre arbejde bliver

betragtede del. Ved mekanismen splittes proppen i tre dele, som

beveges med hastighederne V1 og VZ' Proppen bevages V3. ber er ‘ D = dV1ccotw
flydning langs vaggen og langs stemplet. Analysen af bevagelserne
giver A, = PV3 - pdv,
V. = v sin(a=o)
2 1 sina @vrevzrdien for bzreevnen beregnes:
V. = cosle ‘
3 2 cose . k B =1 -

Y

cosy sinn
cos2y sinf{a ~ p} (12.3.19)

(c coty +p)

AL
il

;P
Formel (12.3.19) viser, at bzreevnen er begrz=nset, si lange frik-

I |
. NN i
i;iti:i:g:g:;t;i;i:i::\ 1)} tionsvinklen er mindre end 450, og h1 er sa lille, s& a kan valges
;;/f sterre end yp.
e 4 /
b Nl
7

Formel (12.3.17) gzlder altsad kun for relativt lave friktionsvink-
lex. Den giver som navnt numerisk for store verdier af f.

a .
Hvis derimod stemplet ved sin yderkant £Ar en udformning, sa vinklen

mellem stempel og veg B bliver mindre end 2y, se figur 12.3.7, er
en mekanisme som den p& figur 12.3.6 ikke langere mulig, og den
teoretiske bareevne kan da vare ubegrznset. Dette kan dog kun galde
teoretisk. Det forudsatter nemlig, at Coulomb's flydebetingelse
gelder for vilkarligt heje spandingsniveau'er, og at det materiale,
der omslutter proppen kan modstd det ubegrznsede tryk, det vil
blive udéat for. Begge disse betingelser er ikke opfyldt.

AN

S
-
!

Q[ Ol
i
-
-

.t
[
=

Figur 12.3.6 @vreverdimekanisme for propudpresning.

@verste del af proppen. 12.4 Rotationssymﬁetrisk tilstand
P4 figur 12.4.1 er vist sliplinjenettet for en rotationssymmetrisk,
‘ . _ ru prop med hejde 2.1 gange radius, presset ned af et helt ru stem-
pel. Da alle radizre flytninger gar mod centrum, galder her k = - 1,
\\ Den nederste Rankine-zone er bibeholdt, men Prandtl-zonen med pol

ved nederste hejre hjorne har nu ikke lz:ngere nogen rette sliplinjer.
B ) De sliplinjer, der udgar fra polen, vil i viftezonen f3 en svag krum-
ning opad. Den sliplinje, der starter med lodret tangent, vil over=-
skride proppens begransningslinje og derfor wvare uaktuel. Den yderste
sliplinje, der herer med til lpsningen, er den, der tangerer vaggen.
Den smalle strimmel af materiale, der ligger mellem denne linje og

AN

/

Figur 12.3.7 Stempel med kanter, som "fastliser" materialet vaggen, deltager ikke i bruddet. Den asymptotiske form af sliplinjerne

0g giver meget stor bareevne,
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Pa figur 12.4.2 er vist bazreevnen af en rund, ru Prop som en

et stykke fra bunden er nu ikke lengere en cykloidebue, men en

. funktio f hejden. K i i i
anden form lidt forskellig fra denne. @verst til hejre pad figu- on e elee urverne er fundet ved numerisk integration

: . af forskydningsspzndingerne langs siden af roppen, dvs. uden

ren genfinder man hjernezonen, sem er omtalt i forrige afsnit, hensyntazen t?l zen fozcgelse :er sker i h?griizo;en Der er
’ -

vist to forskellige udformninger af proppens bund, nemlig A:

den plane, som pa& figur 12.4.7, og B: en kugleformet bund, hvis

radius er afpasset, s& viftezonen p& figur 12.4.1 forsvinder.

- I enkeltlogaritmisk afbildning har kurverne en skra asymptote

med haldning 1.08. Ved sammenligning med formel (12.2.2) ses,

7%

at dette svarer til en sidetrykskoefficient p&

A . 1,08
tany 210910e tan 30

= 2.15 ‘ (12.4.1)

‘Den tilsvarende verdi for plan deformationstilstand aflases pa
figur 12.3.1 (eller formel (12.3.4)) for ¢ =9, :300. Den er 2.21,
hvilket kun er 3% mere. Den sterste forskel.mellem plan og rota~
tionssymmetrisk tilstand opstdr ved ru vag som her. Det kan altsa
konkluderes, at de sidetrykskoefficienter, der blev bestemt for
plan deformationstilstand,kan anvendes ogséd ved rotationssymme-
trisk tilstand. Der opstar kun en ganske ringe fejl.

Pa figur 12.2.1 ses, at asymptoten for A skzrer abscisseaksen i
verdien - 0,264. Den har altsd ligningen

‘ h
1og,, %—f = 1,08x (T + 0,264) o

-

2o q0t08x 0,260 .
B

c k19
2,486 B : ‘-'
-fP- = 0,6137 e~ I3 (12.4.2)
(=4

Ifelge (12.2.2) skal asymptoten have ligningen
P =§e (12.4.3)

T T

Heri er A = 1,243,lhvilket ses af (12.4;1). a er cohasionen, da
vaeggen her er helt ru: ' '
Figur 12.4.1 Rund prop, ru stempel, ¢ = 30°.
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Figur 12.4.2 Bareevnen af rund, ru prop,
A med plan bund, B med kugleformet. bund.
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£ £,
a= —= =5 =0,2887 ¢ (12.4.4)
2/k 23 ¢

Ved sammenligning af (12.4.2) og (12.4.3) f&s nu

2
_a ‘r—(h—ho)
p=3e
0,2887 _ 2,486 (2+0,391)
£ = e T (12.4.5)
C r

Det sliplinjenet, som findes nzr bunden af den plant afsluttede
prop, figur 12.4.1, giver altsid et modhold, der svarer til en
ekstra lzngde af proppen p&d 0,391 r ifelge den simple, endimen-
sionale model (12.2.2). Dette skyldes, at sidetrykskoefficienten
er steorre nar bunden end lzngere oppe i proppen.

For bundudformning B bliver den ekstra langde 0,391-0,264+0,088 =
0,215 gange radius. Langden mdles fra proppens nederste kant.

For en delvist ru prop med plan bund findes sliplinjenettet ved
at formindske centervinklen i viftezonen ved den nederste kant af
proppen. Vinklen afpasses, s& vegfriktionsbetingelsen her bliver
overholdt, og ved den videre beregning krzves denne betingelse
overholdt langs vaggen. Sliplinjerne vil nu ikke lzngere indhylle
va@ggen. Det viser sig, at sliplinjerne skarer hinanden i et punkt
inde i proppen. For at regne videre herfra pa korrekt made skal
man indfere en spandingsdiskontinuitetslinje. Da en sidan ikke
indgar i det anvendte program,-har jeg valgt en anden m&de at
klare problemet p&. Bundens form er andret fra den plane til en
krum form, f.eks. en kugleform. Heri er hazldningen ved kanten
valgt, s& viftezonen helt udgér. Derefter g&r beregningen uden

problemer.

12.5 Eksempel

For at vise hvordan det foregiende kan anvendes, skal beregnes bare-
evnen af en prop med hejden lig med diameteren af Coulomb-materiale
med yp = 30°. Stemplet antages helt ru, mens vagfriktionsvinklen
antages at vare 9, = 25°,
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Af figur 12.2.1 afleses

}\ .
Tany, = 2,45 = X = 2,45 tan25 = 1,142
f o)
a = —& EEEZEE = 0,232 fc
2y/3 tan30

I overensstemmelse med afsnit 12.4 gives heojden formelt et
tilleg

Lall=

=2+~0,3=2,3

HQvedspand;pgsretningen ved vaggen beregnes ved hijzlp af formel
(5.11.1)

Loae0 259 1 sin25°
oy = 45 2 B

= = 48,65°

aArccos
sin30

Hovedspzndingsretningen ved stemplet er

L .e0 . 30° _
o = 45° + - = 60

[¢]

Middelhovedspendingsretning og variation af denne bliver

% (609+48,65°%) = 54,33% pe = 60%-48,65° = 11,35°

rof—

-

Potensen f, som fremgdr af (12.3.17) i det helt ru tilfalde,
findes her af (12.3.14), hvor navneren findes af (12.3.15):

4%11,35 x === x tan30°
£ o= ! 180 = -0,147

ln(sin(2:<54,33°)—cos30°
sin(2 x 54,33%) +cos30°

Hojden af hjernezonen h1 (svarende til PB pd figur 12.3.4) er
omtrent

h
- = 532885 & tan (-54,33%45%15°%) = 0,0273
r
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Middeltrykket under hjernezonen er ifelge (12.2.2)

_ 0,233
1,742

2x1,142x(2,3-0,0273)

X(e -1} = 36,54

mlﬁ
-

a

I hjernezonen overferes ifelge (12,.3.18) en kraft F:

. 09,0273
SE_ (0,233+1,142 % 36,54) x T35y = 1,34

Middeltrykket pa stemplet bliver i alt
p = (36,5442x 1,34) fc = 39,22 fc

Uden hensyntagen til hjernezonen ville £fas

0,233

2x1,142x 2,3
(e I ’
1,142

-1) fc = 38,90 fC
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13. SILOTRYK

13,1 Indledning

En silo er en hej beholder til opbevaring af granulare medier.
Den har ofte en cirkular grundplan. Siderne er lodrette pa den
overste del og skrad pd den nederste, si mediet samles til ud-

lebet. Den bestdr saledes af en cirkular cylinder 0g en hegle-
stub pa spidsen.

At beskrive spazndingerne i et kornet medium i en silo er et
stort og endnu ulest problem. Her skal redegeres for, hvilke
muligheder og begrznsninger plasticitetsteorien i den anvendte
form giver.

Belastningsforlebet opdelés naturligt i tre afsnit: fyldning,
hvile og temning.,

Ved fyldningen falder mediet ned i siloen og lzgger sig oven

péd det tidligere lejrede medium. Lejringstztheden og ~formen
afhanger af fyldningsmetoden, f.eks om mediet falder som en

hérd samlet str&le eller en mere spredt "regn", og om det falder
i midten af siloen eller tat ved en af veggene, Lejringen kan

af disse grunde blive bide inhomogen ©g anisotrop,

I hvileperioden sker der en smtning af mediet bl.a. pa grund

af udpresning af luft og en eget belastning fra ovenfor liggende
materiale. Det varierende trykniveau giver anledning til for-
skelligt konsolideringsniveau i mediet og deraf folgende forskel-
lige brudbetingelser.

Ved ‘temningen abnes en lem i bunden af siloen. HVis abningen er
stor nok, vil mediet begynde at stremme ned ©g ud. Bevagelserne
vil starte forneden og efterhanden brede sig opad. Der skelnes
traditionelt mellem to stremningstyper: massestremning og tragt-
stremning (p& engelsk henholdsvis mass flow og funnel flow), se
figur 13.1.1.

Ved massestremning glider det meste af mediet i siloens lodrette
del samlet nedad uden store relative bevagelser. Overfladen
forandrer derved ikke form. I siloens kegledel deformeres massen,
idet den samles til det langt mindre udleb. Mediet forlader derved
siloen i samme razkkefslge, som det kom ind i den.

Figur

13.1.1
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Massestromning.

Fra [81.




Figur 13.1.2 Tragtstremning. Fra [81.2].
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Ved tragtstremning opstédr en "tragt", dvs. et omrade ner

midten af siloen fra udlebet til overfladen, hvori stort

set al bevagelse sker. Stremningen gdr da fra overfladen

gennem tragten og ud gennem udlebet, hvilket medferer, at
det sidst pafyldte medium kommer ferst ud.

Hvilken stremningsform, mediet vil velge, afhanger af mange
ting, idet selv smd utilsigtede zndringer kan medfere omslag
fra en stremningsform til en anden.

Fra spandingsmilinger i siloer ved man, at trykket pa et be-
stemt sted pa vaggen kan variere temmelig meget med tiden.

Nar siloens udleb abnes, kan det forekomme, at mediet ikke
stremmer ud, idet der over udlebet stAr en "bro", som kan bazre
sig selv plus lidt tryk fra det ovenfor staende materiale.
Dette er derved ogsa i stand til at blive stdende osv. Broen
kan somme tider nedbrydes,ved at man banker p& den, men en
velfungerende silo skal have en abning, som er s& stor, at
brodannelse undgds.

Som brudbetingelse for silomedier f.eks. korn anvendes ofte
Coulombs brudbetingelse, formel (3.1), men det antages, at
betingelsen afhanger af konsolideringen, dvs. lejringstatheden.
Denne afhenger bl.a. af, hvilket tryk materialet maksimalt

har varet udsat for siden lejringen.

13,2 Mulige beregningsmodeller

Hvilke muligheder er der for at beskrive dette?

Man kunne opbygge en elastisk-plastisk model, hvori man fwmlger
fyldning, hvile og temning. Hertil kr=zves foruden mediets
elastiske og plastiske egenskaber kendskab til lejringen ved
fyldning., Nar spandings- og stivhedsvariationen i hviletil-
standen er fundet (efter trinvis £yldning og med beregning

af spsndinger og flytninger), kan abningen modelleres ved at
bundlemmen i siloen flyttes et stykke nedad. Den mengde medium,
der strommer ud, kan formelt te®nkes fjernet og lemmen igen
indsat, hvorefter den atter flyttes et stykke ned osv. Bevagel-

serne styres saledes gennem udlebsmangden.
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Efter udtemning af en‘deI materiale nas muligvis en tilstand,
hvor stremningen bliver stationzr, bortset fra de andringer,
som skyldes, at mangdeﬁ af materiale i siloen aftager, og
overfladen synker. Tilstanden bliver med andre ord kvasista—
tionzr. Denne tilstand kan man enske at beskrive.ved hjalp
af plasticitetsteorien.

En anden tilstand, man kunne snske at beskrive ved hjelp af
plasticitetsteorien,er det @jeblik, hvor bundlemmen sznkes
ferste gang, og bevagelsen starter.

1 bégge tilfalde er der begrsnsninger pd anvendelsen. Ved
beskrivelsen af abningsejeblikket m3 man antage, ét deformati-
onerne hurtigt forplanter: sig op igennem mediet til overfladen.
Ved beskrivelsen af den kva51st=tlonare stremning er dllataw
tionen et ‘problem, Da flydebetingelsen er Couldmbs flydehetin-
gelsé med en positiv friktionsvinkel; vil de deformationer,
mediet undergar under étrémningen,‘ifelge plasticitetsteorien
give en dilatation, som medferer en betydellg foregelse af

mediets volumen.

Ved deformationen vil det virkelige medium ifelge den'sékaldte
"critical state theory" [68.1] forst underga en vis begranset’

volumenforandrlng og derefter flyde uden volumenandr1nger Volumenu

forandringen kan vare positiv eller negativ, afhengigt af’ lej-

ringen fer deformationen, og mediet siges da at have varet over-

eller underkonsolideret,
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En plastisk formulering af opgaven er vist pd figur 13.2.1:

* ‘7¥
-
1 7
: ¢
g .Y ¢
; L/
% Py p
/] L/ h
; :
A 2
' =
tp
et

d,

Figur 13.2.1 Plastisk silobzreevneproblem.

Siloens geometri er givet ved felgende parametre: h, d1, 2

8,7 vagruheden Y mediets rumvagt y og dets flydebetingelse ¢ m.
Cohasionen ¢ er lllle sammenlignet med f.eks. yd og negllgeres
ofte., Der seges den mindste verdi af bundtrykket P, som netop
holder mediet i ro. Hvis bundtrykket bliver mindre end dette,
‘starter stremningen. Samtidig seges spzndingerne i mediet og
flytningerne ved stremningen.
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Pormen p& overfladen kan enten vare givet, eller man kan sege
den form, overfladen vil antage i lebet af temningen. Bunden
kunne ogsd modelleres ved en konstant spanding i stedet for
en konstant flytning.

Denne formulering dzkker begge de tidligere navnte temnings-
situationer: tilstanden ved temningens begyndelse og den
kvasistationsre stremning ud af siloen.

Det antages ferst, at stremningen er en slags massestremning,
dvs. at der ikke findes sterre omrider i-siloen, hvor flyt-
ningen er nul. Tragtstremningen vil blive behandlet senere.

I siloens tragtformede del skal mediet presses sammen, si det
kan passere ud gennem &bningen, Heraf felger, at den sterste
trykhovedspanding i symmetrisnittet midt i siloen ma vere
vandret, altsd at der er passiv tilstand i mediet. (Passiv
tilstand er den tilstand, hvor de omgivende vagge presser
mediet sammen, og mediet (paésivt) giver efter for dette pres.)

I den lodrette del af siloen sker der ikke en tilsvarende sam-
mentrykning som i den tragtformede del. Hvis imidlertid norma-—
litetsbetingelsen antages galdende i mediet, og flydningen

ved vaggen sker i mediet, vil den-lodrette bevagelse give
anledning til en vandret udvidelse. Hvis siloen ikke giver
efter for denne udvidelse, ma den modsvares af en vandret
sammentrykning af mediet, dvs. det ma vare i passiv tilstand.
Mediet vil alts& i hele siloens hejde vare i passiv tilstand.

Langs vzggen antages en dilatations&inkel, som er mindre end
friktionsvinklen, men stadig positiv. Mediet vil da stadig vzre
i passiv tilstand i siloens lodrette del, og der vil stadig
vere tejninger i mediet. Sammentrykningen, og dermed tejnin-
gerne, vil dog blive mindre.

Hvis der sker en ren glidning langs vaggen, dvs. hvis dilata-
tionsvinklen her er nul,kan den lodrette bevagelse af mediet
ske uden tejninger heri. Mediet vil s3 ikke nedvendigvis vare

i passiv tilstand, men spandingerne vil vare imellem passiv

og aktiv tilstand, alts& en elastisk tilstand. Dette er behand-
let af Hartmann i (66.13.
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At det faktisk ofte forholder sig sadan,stettes af den iagt-
tagelse, at spandingerne pa silovazggen er meget folsomme over

for forholdsvis sma imperfektioner p& silovaggen.Dette forklares ved,
at mediet, nar det passerer en indadgaende bule, er tvunget til at

ga over til passiv tilstand for at kunne deformeres, sa det

kan komme forbi bulen,.

Ved en stremning langs vaggen med glidning uden dilatation og
samtidig en positiv friktionsvinkel langs vaggen er normali-
tetshetingelsen ikke opfyldt, og problemet kan da ikke umid-
delbart behandles med den ideelle plasticitetsteoxi. En
korrekt lesning kraver hensyntagen til den manglende opfyl-
delse af normalitetsbetingelsen langs vaggen, samt en (delvis
elastisk) bestemmelse af spandingerne i de dele af mediet, som
ikke deformeres plastisk. At dette er nedvendigt, ogsa for
bestemmelse af spandingerne i siloens tragtformede del, ses
siledes: Spmndingerne pid et vandret snit ved overgangen mellem
den lodrette og den tragtformede del skal kendes; maske ikke
i detaljer, men deres resultant skal i hvert fald kendes.
Denne resultant er vegten af mediet i siloens lodrette del
minus den del, som friktionen langs vaggen barer. bette frik-
tionsbidrag afhanger af‘trykket pé vaggen, dvs. af spandin-
gerne i en del af mediet, som ikke er i flydning.

Om friktionsbidraget ved man ud fra plasticitetsteorien kun,
at det ligger mellem de vardier, man vil f& ved at antage
passiv henholdsvis aktiv tilstand i mediet. I det felgende
vil derfor kun disse situationer blive behandlet.
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13.3 Beregning af sliplinjefelter i siloen

I siloens tragtformede del er mediet altid i passiv tilstand.
Et eksempel pd et sliplinjefelt for denne situation er vist
pd figur 13.3.1. Det opbygges fra neden og bestadr ferst af

Figur 13.3.1. Passivt sliplinjefelt i silotragt.

en Rénkine—zone, som dazkker bundlemmen i siloen. Ved denne
zones yderste hjerner er poler for to spiralzoner. Vifte-
vinklen ved polerne afpasses, si den aktuelle flydebetingelse
langs de skrd sider bliver opfyldt. Herefter opbygges feltet
med udnyttelse af symmetrien og betingelsen langs vEggen.

Ved starten af beregningen indgar trykket pa bunden.

Ved den praktiske beregning viser der sig problemer med at finde
den rigtige lesning.Hvis rumvagten er tilstrzkkelig lille, evt.
nul, og bundtrykket tilstrazkkelig stort, bestemmes sliplinjefeltets
geometri uden nogen problemer. Det viser sig imidlertid, at

trykket i mediet vokser meget hurtigt (eksponentielt) med

hejden over bunden. Lesningen er nemlig lesningen p& et prop-
udpresningsproblem af den type, der blev behandlet i kapitel 12,
her blot med skrad sider og et bundtryk i stedet for cohasionen.
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Hvis derimod rumvagten er for stor eller bundtrykket for
lille, vil spandingerne aftage lige over bunden. Der vil
regningsmessigt opstd trazkspazndinger sterre end c cotyg,

og nettet vil divergere. Dette betyder, at den nederste
del af silomediet pd trods af bundtrykket ikke kan bares
af det ovenfor liggende medium. Dette tilfalde, hvor tryk-
ket vokser nedad,skal leses ovenfra ligesom det senere i
dette kapitel behandlede problem at finde det passive tryk
i siloens lodrette del.

Den rigtige lesning ligger pa overgangen mellem de to tilstan-
de. Det tilherende bundtryk kan indkredses ved beregnings-
forseg, men sliplinjefeltet kan pa grund af problemets diver-
gerende natur ikke bestemmes ad denne veij.

Som antydet ovenfor kan man ogsd forsege at bestemme span-
dingerne ved at starte beregningen fra oven. Man kan na

et stykke pa denne made, men ogsd her vil nettet divergere
et sted, omend det ikke sker pi samme voldsomme mide som

i det tidligere nzvnte tilfzlde, hvor beregningen startede
fra bunden med for lille bundtryk. Man kan i hvert fald ikke
nd spiralpolerne ved bundlemmen eller noget,der ligner dem,
uden at kende nogle bestemte startsliplinjer temmelig godt.

Man kan nad en lesning ad en anden vej foresldet af Jenike (64.1).
I et omrade et stykke fra bade udlebet og overgangen til siloens
lodrette del antages en fast fordeling af spendingerne i hvert
vandret snit, proportional med et spzndingsniveau, som varierer
med hejden. Cohasionen negligeres.

Der opstilles en lodret ligevagtsligning for en skive begranset
af to vandrette snit i keglen. En mulig lesning hertil er, at
spandingsniveauet er proportionalt med runvagten og afstanden

fra keglens toppunkt. Hermed bliver ogsi forudsztningen om en

fast fordeling af spendingerne over tvarsnittet opfyldt eksakt.
Proportionalitetsfaktoren bliver en funktion af friktionsvinklen,
vegfriktionsvinklen og vaghazldningsvinklen. P4 linjer gennenm
keglens toppunkt er spandingerne altsd proportionale med afstanden
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til dette punkt. Dette resultat fas bade ved rotationssym-
metrisk tilstand og ved plan deformationstilstand, altsa
badde i en rund silo 09 i en "stribe"-silo.

Beregningen af spazndingerne kan foretages ud fra spendingerne
i midtersnittet, som beskrevet ved forste begyndelsesvardi-
problem i afsnit 5.2. Resultaterne heraf er udtrykt i den'
sidetryksparameter A, der er indfert i afsnit 12.2. Verdier
af A er givet i afsnit 12.3.

Denne lesning, hvor spandingerne aftager line=rt mod nul i
keglens toppunkt, svarer ikke til bundens geometri iflg.
f.eks. figur 13.2.1. Den ville dog vare den korrekte 1déning,
hvis bunden havde den pa figur 13.3.2. viste geometri. Denne
rer. fundet ved at erstatte feltet under ABC med en trekantet
Rankinezone BDE lige over bundlemmen og to zoner, hvori det
ene szt sliplinjer i hver er rette, De herved fremkomne ind-
hyllingskurver skal s& vare siloens wvagge. Spazndingen i mid-
tersnittet vil beskrives ved de viste to rette linjer,

I den korrekte lesning vil sliplinjerne nar udlebét have
et forleb noget lignende det, der fremgar af figur 13,3.7.

Figur 13,3.2. Mulig udlebsform og tilherende spanding

Iy i midtersnit,

- 203 -

Spzndingerne i silotragten ma nedvendigvis afhange af det
tryk, der péf@rgs ovenpd tragten gennem det ovenfor lig-
gende materiale. Ifelge de betragtninger, der er gjort

til nu, vil trykket imidlertid kun afhznge af tragtens

egen geometri, samt dens indhold. Svaret herpd er, at span-
dingerne everst i tragten er bestemt af det tryk, der udeves
af det ovenfor liggende materiale. Falges trykket nedefter,
vil det imidlertid narme sig asymptotisk til den kurve, som
er bestemt af silotragtens egne forhold. Denne trykvariation
er undersegt i afsnit 12,2, Her er differentialligningen

for den lodrette ligevagt opstillet og lest, Trykket ved
udlebet vil saledes vare nasten'uafhmngigt af, hvor meget
indhold, der er i siloen, indtil den er nesten helt temt.
Temningshastigheden vil saledes ogsd vare nasten konstant,

Dette bekrzftes af talrige forseg.

Lesningen med de line=rt aftagende tryk i tragten er sale-
des den korrekte lesning i en stor del af tragten, men der
vil vare afvigelser ved toppen og ved bunden af tragten.

I siloens lodrette del vil spzndingerne ved overfladen af
mediet vare nul, og trykket vil sa stige nedefter mod en
asymptotevaerdi, hvor friktionskrzfterne pd siderne af si-
loen netop berer mediets egenvagt.Asymptotevardien beregnes
nemt ved hij=zlp af rumvagten og vagfriktionsvinklen. Heraf
folger, at beregningen skal startes fra overi. P& Figur 13.3.7
er vist et passivt sliplinjenet beregnet pa denne made.

Overfladen er valgt cirkulzr, vandret i siloens midte og
haldende udad ved vaggen. Ved ikke at regne med vandret
overflade er det undgaet, at der skal anvendes en spzndings-—
diskontinuitetslinje, hvor overfladen meder‘vaggen. Med

‘disse startbetingelser er spendingerne beregnet et stykke

ned i siloen. Der er regnet med ¢ = 30° og ¢, = 159,

Der er regnet med plan deformationstilstand. Nettets geome-
tri afhanger naturligvis af overfladens form, og afhangigt
af hvordan denne er, vil sliplinjerne eventuelt skare hin-
anden et stykke nede i siloen. Dette betyder ikke, at be-
regningen er forkert, men hvis der skal regnes videre fra
et sddant skaringspunkt, skal der indferes en spandings-
diskontinuitetslinje. En sidan er ikke medtaget i det
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cirkuler overflade

SNNNNSANANNANNNNY

symmetri- -siloveeg

linje -

e

Figur 13.3.3 Sliplinjefelt og vagtryk i silo med'passivt
tryk. ¢ = 30°, 9= 15°. Plan deformationg-
tilstand.

anvendte program . Trykket p3 vaggen vokser som forventet
fra nul op mod asymptotevardien.

Som tidligere navnt vil der ifelge den ideelle plasticitets-
teori altid vare passivt tryk i siloens lodrette del, hvis
dens vagge er ueftergivelige og har en positiv friktions-
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vinkel, Et aktivt tryk kan opst&, hvis vaggene giver efter
f.eks. som vist p& figur 13.3.4 ved rotation udad om A.
Hvis det er den begyndende temning, der betragtes, jvE.
kapitel 13.2, er der muligvis ikke noget forkert i at fore-
stille sig en vis, begrenset eftergivelighed af siloens
vagge. I praksis ses mange betonsiloer med revner; de har
altsa givet efter for presset,

Figur 13.3.4. Teoretisk mulighed for at realisere
aktivt tryk.
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Sammenlignet med det passive tilfalde vil vagtrykket vokse
langsommere. De lodrette tryk et stykke nede i mediet vil
derfor vare sterre i det aktive tilfzlde end i det passive.

Begge tilfmlde, passivt og aktivt tryk i siloens lodrette del,
er behandlet i afsnit 12.2 og 12.3, hvor spendingsniveauet
kan findes i enhver hejde i siloen, ndr det blot kendes et
sted i denne, f.eks. ved mediets ubelastede overflade.

Hvordan er overgangen mellen den lodrette del af siloen og
keglekedlen? Dette spargsmal m& besvares i to dele, nemlig
afhzngigt af om der antages passivt eller aktivt tryk i
siloens lodrette del.

Forst behandles det passive tilfzlde. Hvis spandingerne i
siloens midte antages konstante over et bestemt punkt og
lineart aftangende under dette punkt, kan et sliplinjefelt
beregnes. I dette felt kan man indl®gge en kurve, der overalt
danner den samme vinkel med sliplinjerne og altsi svarer til
en bestemt vagfriktionsvinkel. Hvis silovaggen fulgte denne
kurve, var lesningen den rigtige, I andre tilfelde er lesnin-
gen ikke helt korrekt. ved at forsmée sig frem med en anden
‘overgang mellem de to retlinede forleb af trykket i midten af
siloen vil man kunne endfe den kurve i feltet, hvor vagfriktions-
betingelsen er opfyldt.

Man vil dog ikke kunne ramme den i&eelle siloform, som har et
knzk ved overgangen mellem den lodrette del o9 Keglen. I den
korrekte lesning vil der formodentlig vare en krum granseslip-
linje, som forbinder den lodrette og den skri vag. Uden for
denne sliplinje vil der ikke vare flytninger. Forskellen mellem
spandingerne i den korrekte og den tilnarmede lesning er nappe
szrlig stor.

I det aktive tilfelde er der flere muligheder. Hvis vagruheden
ikke er for stor, og vaghzldningen ikke er for lille, vil der
formentlig vare et stift omrade i siloen ved overgangen, se
figur 13,3.5a.

Q. b.

Figur 13.3.5 Mulige overgange mellem lodret silodel
med aktivt tryk og kegleformet del.

De yderste sliplinjer i de to adskilte felter pd figur 13.3.5a
medes ved overgangen mellem siloens lodrette og skrid dele.

En betingelse for, at felterne jkke griber ind i hinanden er,

at den averste af de to sliplinjer er stejlere end den nederste.
Ved dea hejre veg betyder dette, idet 8 er ferste hovedspan-~
dingsretningsvinkel og index a og p betyder henholdsvis aktiv

og passiv, at

-I.2 -
%" 7 5 <8

- %
D 2

Wl

Det kan vises ved hj=lp af formel (5.11.1), at denne betingelse
er ensbetydende med, at

sin¢v< sing sinev (13.3.1)
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Hvis (13.3.1) ikke er opfyldt,griber de to zoner ind i hinan-
den. I stedet for denne overlapning kan zonerne adskilles af
en spandingsdiskontinuitetslinje,som udgar fra knzkket i

siloens vag, se figur 13.3.5b . Det stive legeme bliver her-
med noget mindre.

For at kunne deformere sliplinjefelterne p& figur 13.3.5 ma
man som tidligere navnt forudsatte, at de lodrette vagge giver
efter. Samtidig hermed er der mulighed for udtemning i bunden
af siloen. Et sterre eller mindre legeme vil bevages stift
nedad, og der il pa figur 13.3.5b vere stive legemer ved
silovaggens knak, der ikke flyttes.

Den samlede silo kan behandles tilnzrmet ved at behandle den
lodrette del og kegledelen hver for sig ved hjzlp af form-
lerne i afsnit 12.2 og 12.3. Ved overgangen mellem de to
dele krzves kontinuitet i middeltrykket pd et vandret snit.
Dette opnas ved at den vardi, der er bestemt af den lodrette
del, overferes til kegledelen som startvardi. Et eksempel
herpd er vist i det felgende,

Det fremgdr af eksemplet, at A-vaerdien i siloens lodrette

‘del har en meget stor indflydelse pa trykket i tragtens pverste
del. Dette bliver storst, nar der er aktivt tryk i siloens
lodrette del. Da trykket her som tidligere n®vnt ligger imel-
lem aktivt og passivt tryk, er antagelsen om rent aktivt tryk

i siloens lodrette del den mest konservative (forsigtige)
antagelse, man kan gere med hensyn til vurdering af belast-
ningerne pa tragten.
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o, ,aktiv

g, ,passiv

Py =15°
I ——

p, passiv
e PSSV
p.aktiv
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p.passiv

Figur 13.3.6 Eksempel pa rund silo, samt middeltryk pa vandrette
snit p og vagtryk &V.(Bemark, at mélestokkene for

p og o, er forskellige).
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Eksempel

P& figur 13.3.6 er vist'et eksempel pd en rund silo. Spandin-
gerne heri skal bestemmes under forudsztrning af dels passivt,
dels aktivt tryk i siloens lodrette del,

Lodret del: Passivt tryk: A f&s enten af figur 12.3.3 eller af
formel (12.3.11) :

A, = 2.61 tan 15° = 0,70
Aktivt tryk: formel (12.3.11) giver med » = -30° og 9, = 15%:
A, = 0.091

Kegledel: Af figur 12.3.4 aflases:
A= 1,85

Lodret del: L, = 0.25, Py = 0, a = 0. Formel (12,2.2) giver: .

A
Yr Tt
P (l-e )
Passivt tryk:
_0:70 .
b = 160555 (1oe 0257 £ 0.357(1-e"2+8 X,
p(x=2) = 0,355
Tryk pa vaggen:
A
0' =p——.—_—_.._
v tan Py
0, (x=2) = 0,356 ~9419—3 = 0.929
tan 15
Aktivt tryk:
- 0.001
p = %;%é%gx (1-e 0-257, 2.75(1-e"0-364 %,
p(x=2) = 1.429
o (x=2) = 1.421 » 2:091 _ 444

tan 15°
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a/z% _ w/4-1%/0.872

Kegledel: ry = 57z C T i1/0.87 = 0.287.
Formel (12.2.5) giver:
yro2 22 iy
1} 2, I 8”0
P =g+t (F7) "0 (P(x=2)= « )
A—3ro Zq A 3ro
~ 1+0.287 2h (2 )1.85—2-0.287
T 7.85-3+0.287 0.87

0.290 2+ (57 * * (p(x=2)-0.252)

Tryk ved vaggen pad lodrette snit:
¢ = A
v =P Tan g

Ved passivt tryk i den lodrette del fas:

0, (2=0.87) = 0.356 - —1=83_ . 5 4g
v tan 15
Ved aktivt tryk féas:
' 1.85
v, {2=0.87) = 1.421 » —="2__ = 9.81
v tan 15°

Spezndingerne er ievrigt vist pd figur 13.3.6.

0.287 (p(x=2)-

1.

1-0,287-6.87
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13.4 Tragtstremning

Som tidligere navnt ses der i praksis to forskellige strem-
ningsformer i siloer, nemlig massestremning og tragtstrem-
ning. Ved tragtstremning sker al bevagelse i en "tragt”,

et omride nar midten, hvorigennem materiale fra overfladen
stremmer direkte ned og ud af udlebet. Hvilken stremnings-
form, en given silo vil velge, afhznger af mange ting,
bl.a. af silotragtens haldningsvinkel, 9, ©g ruhed Py

Hvis e, er for lille eller 9y for stor, er der for stor mod-
stand til, at stremningen kan "brede sig" ud i hele siloens
tversnit. Materialet over bundlemmen vil blot "falde ud”,
hvorved det ovenfor liggende materiale felger efter osv., op
til overfladen.

Ifelge piasticitetsteorien m& gransen for tragten, der jo er
en flytningsdiskontinuitetslinje p& grznsen mellem et omrade
uden plastiske deformationer og et med sidanne. opfylde en
af felgende to betingelser:

1. For at mediet i reret kan deformeres, skal tragtens granse
v&re indhyllingskurve for det ene sat sliplinjer i reret.

"2. Flydebetingelsen langs reret er svagere end i mediet i
reret.

I det forste tilfalde vil flydebetingelsen langs reret vare
den samme som i mediet i reret, Det .er jvf. kapitel 5.6 ikke

muligt at finde spa=ndinger i ligevagt uden for raret, som ikke

overskrider flydebetingelsen. Mediet uden for reret md da vare
sterkere end i roret.

I det andet tilfalde kan der findes spzndinger uden for raret,
som er i ligevegt og ikke overskrider flydebetingelsen, men
flydebetingelsen for rerets overflade m& vare svagere end

den i mediet i reret.

I begge tilfazlde er altsd flydehetingelsen uden for reret
stzrkere end flydebetingelsen langs rerets overflade, Tragt-
stremning kan altsd kun lade sig gere i et inhomogent medium.
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Det er til geng=ld heller ikke svart at forestille sig de
nedvendige inhomogeniteter. N&r temningen starter, sker der

en aflastning af mediet. Det vil da vere overkonsolideret,

Nar et overkonsolideret medium deformeres, vil det dilatere,
0g rumvagten vil formindskes. Spzndingerne vil stige til en
hej vardi, hvorefter de vil falde til et lavere “flydeniveau".
Denne forskel p& det "statiske" og den "dynamiske" styrke
medforer netop, at det stremmende medium i tragten er svagere
end det stillestiende uden for den. Den fortzller ogsa, at
tragten vil vare ret stabil; kun det svageste materiale vil
deformeres. Endelig forklarer denne styrkebarriere, der skal
overvindes, at si 1lidt materiale som muligt deltager i beve-—
gelserne, Nar bevagelserne efter dbningen af bundlemmen breder
sig opad i stedet for bade opad ©og udad, vil netop mindre
mengder af siloens indhold blive berert.



13.5 Konklusion

Mulighedexne og begransningerne for anvendelse af plasti~
citetsteori til bestemmelse af spandingerne i et silomedium
under udtemning er behandlet.

At mediets styrke afh=nger af lejringen, dvs. af fyldnings-
metoden og konsolideringstrykket udelukker ikke en plastisk
lesﬁing Pa stremningsproblemet. Kender man styrkens afhangig-
hed af disse ting, skal man blot regne med, at den varierer
fra sted til sted. Tilsvarende gazlder den anisotropi, som
felger af fyldningen og sztningen af mediet. Anisotropien
behandles pa den made, at styrken i et snit i materialet
afhznger af snittets retning. Dette kan ogsid indbygges i en
plastisk model.

Et storre problem er forskellen pd de "statiske" og "dynamiske"
styrker, som muligger forskellige stremningsformer afhangigt
af udviklingen ved starten af stremningen. Dette er ikke et
plastisk problem, da stremningsformen afhznger af forskellen
mellem den maksimale (statiske) styrke og flydestyrken (den
dynamiske styrke). Hvis denne forskel ikke fandtes, ville al
stremning vere massestremning.

‘Spandingerne i siloens nederste tragtformede del beskrives
udmezrket ved plasticitetsteorien, da der er flydning i stort
set alt materialet. I siloens lodrette del kan plasticitets-
teorien dog kun give ydergrznser for spzndingerne, nemlig
aktivt og passivt tryk, hvorimellem trykket ved masseudstrem-
ning md ligge.

Med sliplinjeberegninger kan visse karakteristiske fznomener
underseges, og principper for lesningen kan findes, Det er
imidlertid vanskeligt at tilpasse lesningen til et aktuelt
problems nejagtige forhold. Her er der nok sterre muligheder
ved anvendelse af andre (dyrere) numeriske metoder.

14 Rumlige stiftlegemebevagelser

14.1 Indledning

Mens den e@vrige del af denne rapport handler om problemer, der
kan beskrives i en plan, dvs. plane og rotationssymmetriske kon-
struktioner, skal der i dette kapitel siges noget om, hvordan
man kan behandle opgaver, der ikke lader sig formulere sadan.
Eksempler pa sadanne opgaver ses pa figur 14.1.1: gennemlokning
(afbrazkning) af et hjerne pd en plade, genmnemlokning ved en kant
af en plade, belastning inden for et lille areal (bade bredde oy
lezngde er begrznsede) pa et betonlegeme nar en kant af dette.

a.

— | —

b.

Figur 14.1.1 Rumlige brudformer. a. gennemlokning af
pladehjerne. b. gennemlokning ved pladerand.
¢. koncentreret belastning nzr kant af beton-

legene.

I s3danne tilfzlde kan det vare meget vanskeligt at finde gode
nedreverdilesninger uden et stort regnearbejde. Den letteste

made at n& frem til en brugbar lesning synes derfor at vare ovre-
vardimetoden anvendt pa mekanismer med et stift legeme, der be-
veges. I enkelte tilf=zlde kan dette legeme selv spaltes, sa der
bliver to bevagede stive legemer.
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De enkelte stive legemer afgranses af flytningsdiskontinuitets-
flader. Fordi flytn;ngsdlskontlnultetsflade er et meget langt
ord, kaldes det i resten af dette kapitel flydeflade, analogt

med en flydelinje i plane opgaver. Denne tredimensionale flyde-
flade mi ikke forveksles med den (hyper-) flade i spendingsrummet,
som ogsd kaldes flydefladen. En flydeflade er et lag af meget
lille ‘tykkelse. Som det er navnt i kapitel 3, er der plan defor-
mationstilstand i dette lag, og dissipationen pr. arealenhed er

6fc
dA = = (A - p sina) (14.1.1)

Her er 5 flytningsdiskontinuitetens sterrelse og a dens vinkel
med flydefladen. fC er materialets trykstyrke, o9 A og u er
parametre, der indeholder materialets friktionsvinkel ©g den re-
ducerede tfakstyrke. De er givet i formel (3.10). Til bevagelsen
er knyttet kravet, at o 2 ¢. For a = ¢ udgdr trakstyrkens indfly-
delse, og (14.1.1) bliver. til

SF ,
8y = == (1 - sing) | (14.1.2)

Den totale dissipation i en mekanisme fis ved at integrere d
over alle flydefladerne:

A[dAdA _ (14.1.3)

Da der er tale om ovreverdier, dvs. bzreevnebestemmelser p& den
usikre side, skal man sege de flydefla&er ©g tilherende stift-
legemebevagelser, der for en fastholdt vardi af det ydre ar-
bejde giver den mindste totale dissipation. Undersogelsen af
disse flader deler sig naturligt i to afsnit, nemlig dem, hvor
@ er lig med ¢, afsnit 14.2, og dem, hvor z er sterre end P,
afsnit 14.3.

14.2 Flydeflader i =gte Coulomb-materiale

For et zgte Coulomb-materiale vil det almindeligvis galde, at

T er lig med gp. Undtagelsen er spidsen pa flydefladen i en o1-
Plan, dvs. rent (hydrostatisk) trak. For et modificeret Coulomb-
materiale kan der ogsd forekomme flydeflader med a = ¢. Her er
det imidlertid kun én mulighed blandt flere. Den vil forekomme,
ndr forholdene 'ikke tillader en for stor udbredelse af flyde-
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fladerne. Jo sterre « er, jo langere vil nemlig flydefladerne
brede sig ud "til siden" i forhold til brudretningen.

For o = ¢ gzlder (14.1.2). Den kan omformes ved hj=lp af (3.3)
og (3.4) til

£
d, = & sing ¢ coty = & sing E%- (14.2.1)

A 1
N&r (14.2.1) integreres over flydefladen, kan faktoren sing
knyttes til arealet dA, som herved bliver det areal, dexr fas
ved at projicere arealementet ind pa en plan vinkelret pa
flytningsdiskontinuitetsretningen. Produktet af dette areal
og flytningsdiskontinuiteten er dilatationen, den volumenud-
videlse, der finder sted ved flytningen. Ved integrationen
summeres bidragene fra alle flydefladerne til volumenudvidelsen,
Kaldes den totale volumenudvidelse AV, er den totale dissipation

D = AV ¢ coty = AV ;%T (14.2.2)
Hvis man kender flytningen og udstrakningen af de i mekanismen
indgéende stive legemer, er det let at beregne den totale vo-
lumenudvidelse, blot ved at se pa bevagelserne af de frie over-
flader af de bevegede legemer. Man undgér altsd at skulle udfere
endnu en integration langs flydefladerne, men kan nojes med at
fastlzgge deres forleb ved de frie overflader.

Materialer med friktionsvinklen nul danner en undtagelse fra
denne regel. Da AV = 0, cotp = » og k = 1, kan (14.2.2) ikke
bruges. Dissipationen m& her bestemmes enten direkte ved inte-
gration af (74.1.1) eller ved anvendelse af en lille verdi for
¢ giende mod nul. '

Da dissipationen ifelge (14.2.2) er proportional med AV, skal
denne gores sa lille som mulig. Brudfladerne skal derfor fore
fra lastpaferslen til de frie overflader "s& direkte som muligt",
med "s& lille spredning som muligt". I det felgende skal vises,
hvordan en brudflade "forla=nges" i bevagelsens retning fra et
givet snit vinkelret pad bevagelsen. Opgaven lyder saledes:

Der seges den flydeflade, der adskiller et legeme, der bevages,
fra et, der star stille. Bevagelsen er en rotation om en given
linje. Om flydefladen er kun givet, at den i et bestemt snit
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gennem rotationsaksen ses som en cirkel (som ikke skzrer rota-
tionsaksen). Vinklen a mellem flytning og flydeflade skal over-
alt vere lig med g. ‘

Snit, som ikke er cirkulare, behandles senere.

Lesningen hertil er vist pad figur 14.2.1. Den bestar af et "over-
flodigshorn" udgdende fra en spids. I ethvert snit gennem om-
drejningsaksen er fladen en cirkel. P& figur 14.2.1 er indlagt

et retvinklet xyz-koordinatsystem med z-aksen i omdrejningsaksen
og x-aksen gennem fladens spids. I xy-planen er fladens konturer
to logaritmiske. spiraler med stigningsvinkel henholdsvis p og

—¢. Indferes cylinderkoordinaterne r og o gennem (X,y) = (r cose,
r sine); far de to spiralet parameterfremstillingerne

r, = x’-o‘eetankﬂ : z =0 (14.2.3) : “:}“‘\-"

| Nt
N

r2 = xoe-etanw H z =0 (14.2.4) Y ,’,,4

\/

Centrqm til de omtalte cirkler, der ses som linjestykker i xy-
planen, ligger midt mellem de to spiraler:

1
r, = §(r1+r2) = x,cosh(etang), 2, =0 (14.2.5)

Radius i cirkleine bliver
1 . "
§ = §(r1-r2) = XOSth(Btanw) (14.2.6)

Alle fladens tangentlinjer gennem spidsen danner vinklen ¢ med
en linje gennem spidsen parallel med y-aksen.

Hermed er losningen beskrevet, men det er naturligvis ikke be-
vist, at den er den rigtige lesning. Dette sker i det fmlgende,

Forst skal det vises, at alle snit gennem fladen og omdrejnings-
aksen er cirkler. Senere vil de enkelte frembringere blive fundet.

P& figur 14.2.2 er vist to infihitesimalt taztliggende snit gennem
omdrejningsaksen, z-aksen. I det forste snit antages flydefladen
kendt, nemlig cirklen C1. Det andet snit er drejet vinklen de om
z-aksen i forhold til det ferste.

Figur 14.2.1 Rumlig flydeflade ved rotation om z-aksen.
P& tegningen er anvendt y = 30°,
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Da den nye radius med det valgte centrum bliver uafhengig af v,
er szogsé en cirkel, Hermed er det vist, at flydefladen i alle
snit gennem omdrejningsaksen er en cirkel. Det ses i evrigt ved
indsettelse, at de i (14.2.5) og (14.2.6) postulerede vardier ai
centerafstand og radius opfylder (14.2.8) og (14.2.9). Hermed er

ogsa (14.2.3) og (14.2.4) bevist, da r, =r_taogr, =r_-a.

Vi vil nu betragte et 1lille stykke af flydefladens skzring med
| en plan gennem omdrejningsaksen og se, hvilken flydeflade, dette
f.’ . stykke fastl=:gger. Vi seger med andre ord flydefladens frem-
bringere. PA figur 14.2.2 sis det, at punkt B bestemte punkt C
som et punkt pPa normalen til C1 ©g 1 en bestemt afstand fra B.
Frembringerne vil altsa skare cirklerne i rette vinkler. Fore-
tager man en "cylinderprojektion" af flydefladen pd figur 14.2.1,
dvs. afbilder man alle snit gennem omdrejningsaksen i én plan

*z og med omdrejningsaksen som én linje, far man figur 14.2.3. Flyde-

fladens frembringere afbildes nu i kurver, der overalt stdr vin-
Figur 14.2.2 Snit gennem flydefladen og omdrejnings

kelret pa flydefladens cirkler. De kurver, for hvilke dette gal-
aksen.

der, er selv cirkler alle med centrum pd z-aksen og alle giende
igennem punktet (r,z) = (xo,O). Dette er en felge af, at det for

Da afstanden mellem de to snitplaner ved et punkt B pa C, er alle flydefladens cirkler ifelge (14.2.5) og (14.2.6) gzlder

rde,skal afstanden fra <y til den nye kurve C2 malt pd figur

14.2.2 vare tangy gange denne afstand, dvs. rde tang. rz - al = Xé (14.2.10)

Ved projektion pa AB fas:
|aB| + |BC| = |ap|cosv + |DC| o
a + (rc+acosv)datanm = drccosv + (a+da) o

r _detany - da + (adetany - dr_) cosv = 0 (14.2.7) “
c c =§§WEE . r

Velges forsegsvis

drc = adetany (14.2.8)

fas af (14.2.7)

da = rcdetaﬁm (14.2,9)

Figur 14.2.3 "Cylinderprojektion" af flydefladen
pa figur 14.2.1.
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At frembringerne er cirkler pa figur 14.2.3, betyder, at alle
punkter pa en bestemt frembringer ligger i samme afstand fra

et bestemt punkt p& omdrejningsaksen. Dette punkt findes ud

fra et vilkarligt punkt pa frembringeren ved her at forl=nge
tangenten til flydefladens cirkel til skzring med omdrejnings-
aksen. Eller med andre ord: Det er det punkt, hvor flydefladens
tangentplan i et vilkadrligt punkt pa frembringeren skzrer om-

drejningsaksen.

Da enhver frembringer har konstant afstand til et punkt pi3
omdrejningsaksen, mi det ligge pa en kugleflade med dette punkt
som centrum. Et snit i flydefladen vinkelret pd en sadan radius
er vist pa figur 14.2.4a. Bemmrk, at z-aksen ikke er parallel
med snittet. Flydefladens tangentplan projiceres her i frembrin-
gerens tangent. Der skal vare en vinkel af storrelsen y mellem
flytning og flydeflade. Flytningen star naturligvis vinkelret

pé omdrejningsaksen. Der skal derfor vsre den viste vinkel ¢
‘mellem frembringeren og omdfejningsaksens normal pa figur 14.2.4.
Da figuren viser en tangentplan til den kugleflade, som indehol-
der frembringeren, er det nu muligt at bestemme frembringeren:

Frembringeren er den vej, et skib ville folge, hvis det pa en

vanddazkket jordklode sejlede med en konstant kurs: % - ¢, (Kursen

er vinklen fra nord-retningen til sejlretningen, malt positivt
mod #st). Man kunne kalde denne kurve en kuglespiral.

Q. b.

Figur 14.2.4 a. Normalsnit i flydeflade med frembringeren f
som tangent. b. Rumligt billede af det samme.
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nordpol
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2 0 sydpol 2ne

Q. b.

Figur 14.2.5 Bestemmelse af "kuglespiral".

Stedet pa kuglen beskrives ved de to vinkler o {lzngdegraden),
vinklen fra zx-planen til planen gennem z-aksen og punktet, po-
sitivt mod y-aksen, og v (breddegraden), vinklen fra xy-planen
til linjen gennem centrum og punktet, positiv mod z-aksen.
Kaldes kuglens radius R, gzlder

R cosy cose
(14.2.11)

I

R cosy sine
R siny

N
1]

P4 figur 14.2.5b er vist et udsnit af kurven og de dertil herende
infinitesimale tilvakster til ¢ og ¢. Af figuren fas

Rde cosy tang = RAy o

de tangp =

Ved integration heraf fas

=1 __ AR )
© = gany In(taniz + %)) + o o (14.2.12)
(e—e_)tany
y = 2 arctan(e © y - 12‘- (14.2.13)
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En sadan kuglespiral er vist pé& figur 14.2.6 pa den “nordlige
halvkugle" for ¢ = 30°,
Az 42

Ea

Y
Figur 14.2.6 Kuglespiral, ¢ = 30°,

Det er disse frembringere, der sammen med cirklerne viser flyde-
fladen p& figur 14.2.1. Man bemerker, at mens de near spidsen var
javnt fordelt langs cirklerne, er de et stykke herfra koncentre-
ret langs den del af cirklerne, der er narmest ondrejningsaksen.

Det er nu vist, hvordan tangenten til flydefladen i et snit gen-—
nem omdrejningsaksen bestemmer en frembringer med tilherende
tangentretninger i andre snit gennem omdrejningsaksen.,

Hvis flydefladen i et snit gennem omdrejningsaksen indeholder
et linjestykke, kan dette karakteriseres som en kurve, hvor tan-
genten er fzlles for alle punkter. Den tilherende tangent i andre
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snit vil da ogs& vere falles. Den retlinede del vil med andre
ord frembringe retlinede dele i alle snit gennem omdrejnings-
aksen, og alle disse rette linjer vil g& igennem det samme
punkt pa omdrejningsaksen.

Med det, der nu er gennemgdet, kan alle flydeflader behandles,
der i et snit gennem omdrejningsaksen bestidr af sammensatninger
af linjestykker og cirkelbuer. Et knzk p& en s&dan kurve, f.eks.
hvor to linjestykker medes, vil blive udgangspunkt for en del
af. et "overfledighedshorn".

Resultaterne illustreres med et eksempel:

2
—]))w

v Vv

T P
q. | b.

]
|
|
!
|
a
7 1.
!
I
!

Figur 14.2.7 Belastning af prisme gennem retvinklet,
ligebenet trekant. Bevagelsen skal vare
en rotation om kanten.

a. set fra siden. b. set fra oven.

En betonblok, der enten er uarmeret eller armeret i oversiden,
belastes p&d oversiden over et areal, der udger en ligesidet,
retvinklet trekant med grundlinjen langs blokkens kant, se figur
14.2.7, Blokkens side danner vinklen v med oversiden. Belast-
ningen, hvis resultant star i trekantens topvinkel, p&feres
gennem en stiv pastebt lastplade, der yderligere er fastholdt,
sd bevagelsen er tvunget til at vere en rotation om trekantens
grundlinje. Der seges en evrevardilesning for bereevnen gennem
en mekanisme med en rotation af et stift legeme.
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Det stive legeme roterer .om kanten af blokken. Trekantens kate-
ter frembringer hver sin side af flydefladen. Med centrum i
hvert af grundlinjens endepunkter tankes indlagt en kugle

gennem trekantens toppunkt. P& disse kugler skal "kuglespira-
lerne” nu findes. For den nederste af disse pd figur 14.2.7 b
galder i oversiden y = -45°, Der indferes et rez-cylinder-
koordinatsystem med z-aksen i omdrejningsaksen og & = 0 i beton-
klodsens overside. Med tany = 0,75 £as af (14.2.12): o, = 67.33°,
Herefter kan ¢ findes af (14.2.13), se tabel 14.2.1. Fladen be-
stir af alle de rette linjestykker fra kuglespiralen til kuglens'

centrum.
o e % it} P
a a at af
C
0° -35° 1 0 0,333 0
15° -36,5° 1,02 0,20 0,588 0,0850
30° -26,95° 1,08 0,40 1,063 0,243
45° -16,52° 1,18 0,62 1,941 0,539
60° - 5,49° 1,32 0,87 3,613 1,093
75° 5,74° 1,52 1,15 6,704 2,12
[e] (]
20 16,76 1,78 1,47 12,414 4,03 : Figur 14.2.8 “Cylinderprojektion" af flydefladen

fra figur 14.2.9.
Tabel 14.2.1 vVardier horende til figur 14.2.8. .
Til bestemmelse af dissipationen gkal anvendes (14.2.2). Kaldes
det statiske moment af det af brudfladen i et snit gennem z-aksen
afgrznsede omrade Sgr bvor e angiver, hvilket snit der er tale
om, er AV = @(S,-5,). De statiske momenter af de nu kendte omra-

Trekantens toppunkt vil frembringe en del af det tidligere fundne
"overfledigshorn", som vil ga glat over i de to sideflader. Denne
del af fladen vil sdledes bestd af cirkler, hvis centrum, r = Eos
og radius a, bestemmes af (14.2.5) og (14.2.6) med %, 1lig med det
pa figur 14.2.7 viste m&l a. For forskellige vardier af o kan
flydefladens snit nu optegnes, se figur 14,2,8.

der figur 14.2.8 kan bestemmes ved hjmlp af formlen

2 2
S = % arg+% aac(2a cosy+ vﬁ}c) + ac(%+w)(rc+§ ag

SO5Y y(14,2.14)
¥

NLF‘

se tabel 14.2.7. Endelig beregnes bzreevnen ved benyttelse af
(14.2,2), k = 4, samt D = Ay = Paw, se sidste sejle i tabel
14.2.1. Er vinklen v en ret vinkel, er bmreevnen altsa hejst

P = 4.03 azfc. For v = 45° £3s P = 0.539 azfc. Et rumligt billede

af det "afdrejede" legeme ses pa figur 14.2.9 til sammenligning

. med figur 14.2.1.
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Figur 14.2.9 Afbrakket legeme ved det pa figur 14.2.7
viste forseg, Sammenlign med figur 14.2.1,

14.3 Flydeflader i modificeret Coulomb-materiale.

‘I det foregdende afsnit behandledes flydeflader, hvor vinklen
c mellem flydeflade og gensidig bevagelsesretning var lig med
friktionsvinklen ¢. Dette medferte, at hele flydefladen blev
bestemt af en enkelt kurve. Det kunne eksempelvis vare flyde-
fladens skaringskurve med en plan gennem omdrejningsaksen.

For det modificerede Coulomb-materiale kan en flydeflade med
a>¢ ogsd blive aktuel, iden den kan give en mindre dissipation.
Hermed forsvinder det geometriske band, som gjorde, at flyde-
fladen kunne bestemmes ud fra en enkelt kurve i.rummet. Alle
flader er nu geometrisk mulige, nir blot uligheden a 2 ¢ er
tilfredsstillet. Problemet at fastlzgge den optimale flydeflade
bliver hermed andret til felgende tre dele: For en given beva-
gelse og givne randkurver af flydefladen skal den flade opseges,
som forbinder randkurverne og giver den mindste dissipation. For
den givne bevzgelse skal den randkurve findes, hvor der ved hjzlp
af den optimale flydeflade fas den mindste dissipation.
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Endelig skal bevagelsen ogsa vare den, hvor forholdet mellem
dissipationen og det ydre arbejde er mindst mulig. I dette

afsnit vil den ferste af disse opgaver blive undersegt narmere.

Den totale dissipation D fas ved integration aver flydefladen
af dissipationen pr. arealenhed.

bfc :
dA = == (A=t gina) (14.1.1)

Her exr M 0og W to parametre, der beskriver friktionsvinklen og
forholdet mellem trak- og trykstyrken. De er defineret i formel
(3.10).

Af de to led i (14.1.1) behandles forst det sidste, som ved in-
tegrationen giver

£ou
dD2 = - — 5 sina 4a (14.3.1)

Da o som n®vnt er vinklen mellem bevagelsesretning og flydeflade,
er sina dA arealet af projektionen af arealelementet dA P& en plan
vinkelret pa bevagelsesretningen. Ved integrationen adderes alle
disse projicerede delarealer og bliver til arealet af den flade,
der afgraznses ved at projicere randkurverne langs‘bevagelseskur—
verne til en flade, der overalt star vinkelret pd bevagelseskur-
verne, hvis en sadan flade eksisterer. Dette forklares i tre

eksempler, en ren translation, en ren rotation ©g en skruebe-
vagelse.

Hvis bevagelsen er en ren translation, bliver bevagelseskurverne
parallelle rette linjer, og randkurven projiceres blot pa en plan
vinkelret pa disse.

Hvis bevagelsen er en rotation om en ret linje, aksen, er beva-
gelseskurverne cirkler, hver beliggende i en plan vinkelret pa
aksen og med centrum pa denne. Et cylinderkoordinatsystem kan
indlezgges med z-aksen i omdrejningsaksen, r-aksen vinkelret‘der—
pa og vinklen e midlt- i en plan vinkelret pa z-aksen. Randkurven,
der kan beskrives ved en parameterfremstilling (r,e,z), proji-
ceres da i den kurve, der fas ved at erstatte o med en konstant
verdi. Det projicerede areal kommer da til at ligge i en plan
gennem z-aksen.
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Den heit generelle bevagelse er en skruebevagelse, dvs. en rota-
tion v om en akse kombineret med en translation t langs denne.
Enhver bevagelse kan beskrives ved en sadan (ejeblikkelig) skrue~
bevagelse, Hvis bide w og t ér forskellige fra nul, findes der
ingen sammenhangende flade, der overalt star vinkelret »& beva-
gelseskurverne. Projektionen kan dog forklares som en projektion
péd den pd figur 14.3.1 viste "propel". Hver enkelt "vinge" er

i afstandeh r fra z-aksen drejet (vredet) en vinkel v = wr/t.
Propellen har "uendelig mange" vinger. Selv om projektionen af
randkurven ikke afgranser et sammenhangende areal, bliver det

- alligevel et omradde med et areal, som kan findes.

Figur 14.3.1 Normal-"flade" til skruelinjer.
a. set skrat ovenfra, b. set fra siden.

Integraticnen af (14.3.1) kan nu foretages ved at erstatte sina da
med det tilsvarendé areélelement pd den projicerede flyde- .
flade. Dette multipliceres med & (som varierer over fladen,
undtagen ved den rene translation) og % fcu, 0g integreres.

Af det foregdende fremgir, at integralet D, af (14.3.1) kun af-
haznger af randkurven. Det er med andre ord uafhangigt af flyde-
fladens forleb inden for denne.
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Dette gelder til geng=:ld ikke for det ferste led i (14.1.1)

fcx
dD1 == 3da (14.3.2)

Det ses, at leddet er proportionalt med det med & vagtede areal
af flydefladen. Den optimale flydeflade er derfor den, der gor
denne sterrelse si lille som mulig.

Ved ren translation er § konstant. Den optimale flydeflade bli-
ver derfor en flade, hvis areal er s& lille som muligt, en sa-
kaldt minimalflade. Blandt disse findes planen, der benyttes,
nér randkurverne ligger i en plan.

En anden lesning er den flade, der fas ved at rotere en cosh-
kurve (en kadelinje) om x-aksen. (En sabehinde, der udspandes
mellem to cirkulazre ringe beliggende i hver sin plan vinkelrette
P4 centrernes forbindelseslinje, vil, hvis afstanden mellem
cirklerne ikke er for stor, antage denne form.) Denne minimal-
flade er i [76.1] benyttet til at angive en ovrevardilesning

pa problemet gennemlokning af en plan plade (eller en kugleskal)
ved belastning inden for et cirkulzrt omrade pa den ene side af
pladen (skallen).

ber kan navnes endnu en simpel minimalflade, nemlig skruefladen.
Til praktiske lesninger har det dog endnu ikke vist sig muligt
at anvende den.

Ogsd til lesninger med rene rotationer kan der angives nogle op-
timale flader. Planen kan ogs& anvendes her, men nu kun nar den
indeholder omdrejningsaksen, og den ma kun benyttes pa den side
af aksen, der svarer til adskillelse af de to legemer.

Der findes en bestemt lesning, som svarer til kravet, at flyde-
fladen skal vare uafhzngig af koordinaten langs omdrejnings-

aksen. I dette tilfzlde kan geometrien beskrives i en plan.
Lesningen bliver den i afsgnit 6.4.3 fundne retvinklede hyperbel.
Fladen bliver en cylinderflade med frembringere langs z-aksen.

I et snit vinkelret herpa ses en hyperbel, hvis asymptoter star

vinkelret p& hinanden og skarer hinanden i omdrejningsaksen. Der

ma naturligvig kun benyttes den del af fladen, der svarer til

a 2 g,
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Skruefladen kan ogsd anvehdes her. Rotationsaksen skal vare
sammenfaldende med skrueaksen. Denne flade og planen er de
eneste af de hidtil navnte flader, der kan bruges ogsa ved
skruebevagelser med bade rotations- og translations-bidrag.

Da evrevardimetoden i praksis ofte ikke vil fere til teoretisk
eksakte resultater, vil det vare rimeligt at have nogle simple
tilnermelsesmetoder til beregning af dissipationen i en flyde-
flade. Et princip herfor kan tage udgangspunkt i en konstatering,
der blev gjort i afsnit 6.4.3 om den hyperbolske flydelinje. Det
blev her konstateret, at dissipationen i en del AB af en hyper-
belgren, se figur 6.4.3.,4, kunne beregnes ved formelt at beregne
dissipationen i midtpunktet M af AB og multiplicerede denne med
lengden af korden AB. Dette princip for beregning af dissipationen
kan overferes til en rumlig flydeflade pd falgende mide:

Den rumlige flydeflade t®nkes fastlagt i rummet af et antal punk-
ter. Disse punkter forbindes med s& mange rette linjestykker, s&
der dannes en flade bestdende af trekanter i forskellige planer.
Dissipationsbidraget fra hver trekant beregnes nu som dissipatio-
nen i trékantens tyngdepunkt multipliceret med trekantens areal.

Da trekantopdelingen kan geres pa flere mader, giver princippet
ikke en entydig bestemmelse af dissipationen, medmindre der stil-
les ekstra krav til opdelingen. Det kan f.eks. vere, at der skal
vaelges den opdéling, der giver den mindste dissipation, eller
(simplere) at der skal anvendes de mindst muligt outrerede tre-
kanter, dvs. dem, hvor vinklerne i trekanterne afviger mindst
muligt fra 60°,

Den virkelige flydeflade vil formentlig ligge n®rmere ved om—
drejningsaksen end tyngdepunktet af trekanten. Flydefladens areal
vil til gengzld vere sterre end trekantens areal. Endelig vil
dissipationen ikke v®re konstant over flydefladen. Det er disse
ting, der,j=vnfer princippet fra afsnit 6.4.3,antages at medfere
en samlet fejl, der i praksis kan-accepteres,
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14.4 Konklusion

For de rumlige flydeflader er der nu vist nogle teoretisk kor-
rekte flydeflader, der dog stadig kan vere vanskelige at anvende
i en konkret opgave. Til praktiske beregninger er der derfor an-
givet et princip, hvorefter dissipationen i en flydeflade kan
tiln=rmes. Flydefladen fastlzgges af et antal punkter. Et sterre
eller mindre antal af disse punkter giver en mere eller mindre
nejagtig beskrivelse af fladen. Disse punkter og de parametre,
der bestemmer bevagelsen, skal fastlzgges, si evt. ydre geome-
triske betingelser bliver opfyldt, og s& den beregnede verdi af
bzreevnen bliver mindst mulig.
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15. Effektivitet vurderet ud fra arbejdskurve

15.1 Indledning

Plasticitetsteorien bygger pad et bestemt szt af forudsaininger.
Disse er navnt i kapitel 2. Blandt disse findes den (vigtigste)
forudsztning, at flydning, dvs. tejningstilvekst uden &ndring
af spendingerne, skal kunne ske ubegrznset. I det enaksede
tilfelde kan dette illustreres P& en arbejdskurve, dvs. en
kurve, der angiver spandingen ¢ som funktion af tejningen e.
Kravet om ubegranset flydning betyder her, at denne kurve skal
have et vandret stykke (evt. en asymptote) af ubegranset langde;
for vilkarligt store vardier af teiningen skal spandingen vare
konstant. Denne konstante verdi er materlalets flydespanding.

De fleste faste stoffer kan ikke modsta ubegrznsede deformatio-
ner uden at miste deres styrke. Dette ligger ogsa netop i ordet
flydning. Det associerer til en vaske, som er et stof, der ikke
"husker" sin oprindelige form, men kan deformeres vilkarligt

©9 stadig vare det samme stof.

Arbejdskurven for bledt stal har et vandret stykke af betydelig
lengde, 10 - 15 gange den mindste t®ining, hvor flydespandingen
n&s. Mens dette materiale derfor opfylder plasticitetsteoriens
forudsatninger ret godt, er det samme ikke tilfazldet for beton.
Arbejdskurven for beton i enakset tryk er krum ved passagen af
maksimalspandingen, trykstyrken.

Ved plasticitetsteoretiske bareevneberegninger af betonkenstruk-
tioner, hvor teiningerne ikke er homogene, m& derfor en af fal-
gende to betingelser vare opfyldt. Den ene betingelse er, at andre
dele af konstruktionen sikrer flydeevnen. Dette er eksempelvis
tilfaldet for svagt armerede betonbj=zlker, hvor armeringen be-
stemmer bade bareevnen og flydekapaciteten. Den anden betingelse
er, at der anvendes en lavere verdi af flydespandingen end den
direkte milte maksimalspanding. Denne lavere vardi, som kaldes
den effektive, plastiske styrke, er et udtryk for den sp@nding,
der i middel kan opretholdes over et tejningsinterval af en vis
storrelse.
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Med en lidt anderledes formulering er den plastiske betonstyrke
den middelspanding, der i brudejeblikket findes i den trykzone,
der netop bestemmer bazreevnen. Forholdet mellem den effektive,
plastiske styrke og betonens trykstyrke kaldes effektivitets-—
faktoren og betegnes v,

Ofte bestemmes den effektive plastiske trykstyrke ved at sammen-
ligne bareevnen af hele konstruktionselementer, for eksempel
bjzlker eller plader, med den teoretiske bzreevne. Det vigtigste
punkt, hvor betonen ikke opfylder plasticitetsteoriens forudsat-
ninger, kan som navnt ses direkte af arbejdskurven. Der er derfor
0g9sa muligheder for at bestemme effektiviteten af betonen ud fra
denne kurve. Et specielt, men meget almindeligt tilfalde, nemlig
bajning af rektangulzre betonbj=zlker, er behandlet i [83.1]. En
anden, mere generel metode til at angive en nedre grznse for effek-
tiviteten udledes i det folgende. Den er ikke knyttet til noget
bestemt konstruktionselement, men tager alene sit udgangspunkt

i beteonens arbejdskurve.

15.2 Plastiske, sikre arbejdskurver

Der er givet to konstruktioner KV og KM med identisk geometri. De
to konstruktioner er udsat for den samme, proportionalt voksende

belastning med lastparameteren P. Konstruktionerne er lavet af de
to forskellige materialer V og M (virkelighed og model).

Det antages, at der i ethvert punkt i konstruktionerne, under hele
belastningsforlebet indtil bzreevnen nas, sker tejningstilvakster
af samme‘fortegn, altsd at tejningerne overalt varierer monotont.
Med denne forudsatning kan der til hvert af materialerne V og M
knyttes en tejningsenergifunktion, WV ag WM' se figur 15.2.1.
Tojningsenergifunktionen, der er en funktion af t@jningerne, ud-
trykker sammenhzngen mellem spandinger ©g tejninger gennem lig-

ningen
oo aW(eij)
i3 aeij

De omtalte sterrelser er illustreret med kurver, hvor kun én span-
ding, o, og én tejning, e, beskriver materialet. Spandingen er her
haldningskoefficienten pd kurven over tejningsenergifunktionen. Om
materialerne V og M galder WV 2 MY sdlenge tejningerne ligger inden
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for visse granser f (g) S'Eg, eller i den endimensionale model:

e = sg. (Foxr stoerre tajninger kan det antages, at de to tejnings-
energifunktioner er identiske. Hermed forsvinder begransningen,
idet sg bliver uendelig). Med disse forudsatninger kan det viges,
at bareevnen PV af KV er sterre end en verdi, der kan bestemmes
ved analyse af Ky+ Denne verdi PN vil ofte ligge tat ved bare-
evnen P, af Ky- Beviset forleber siledes:

Der indferes flytningen af den ydre belastnings angrebspunkt ug.
Hvis belastningen angriber mere end ét sted, indferes u, gennem
ligningen dAy = Pduo, hvor Ay er de ydre krzfters arbejde.

e | ™

—pe L — €
Q. b.

Figur -15.2.,1 Endimensionale illustrationer af
a. arbejdskurver og b. tegjnings-
energifunktioner for materialerne V og M.

For enhver vardi af flytningerne u kan den samlede tejiningsenergi
i hver af konstruktionerne bestemmes. Hvis denne minimeres med
hensyn til u under overholdelse af vardien Ugr fés de to samlede
tejningsenergifunktioner TV (uo) og TM (uo), se figur 15.2.2a.
Forudsztningen at WV z Wy, medferer, at Ty 2 Ty- Ved at diffe~
rentiere TV og Ty med hensyn til U, fis konstruktionernes be-
lastningsarbejdskurver, se figur 15.2.2.b. De hejeste punkter
pé disse kurver er konstruktionernes bzreevner Py o9 Py. Disse
svarer til de sterste tangenthzldninger pa tejningsenergifunk-

tionernes grafer.
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a. b.

Figur 15.2.2 a. samlede tejningsenexgifunktioner og
b. belastningsarbejdskurver for de to
konstruktioner.

Hvis kurven for Tv er vanskelig at beregne, mens kurven for TM
kan findes, kan man alligevel angive en nedre granse for PV‘
Den sterste h#ldning pd kurven for TV kan nemlig ikke blive
mindre end h&ldningen af den rette linje OA gennem origo pa
figur 15.2.2a, som tangerer kurven fox Ty- Den saledes fundne
nedre graznse PN1 for PV svarer til hejden af det rektangel pa
figur 15.2.2b, som har everste hejre hjerne pd kurven for PM’
©g hvis areal er lig med arealet under den tilsvarende del af

kurven for PM'

Jo mere viden man har om kurven for TV eller Py, jo hejere kan
den nedre granse for PV geres. Hvis man ved, at stivheden af
KV aldrig er sterre end f.eks. 1,1 gange begyndelsesstivheden
af Ky, kan rektanglet erstattes med et trapez, hvis venstre
sidelinje har denne haldning. @verste hejre hjerne skal stadig
ligge p& kurven for PM' 0g trapezets areal skal vare lig med
det af kurven.afgr¥nsede areal. Den siledes havede nedre granse
PN2 ses ogsa pa figur 15.2.2b.

Hvis den oprindelige arbejdskurve Ty indeholdt et "god# langt"
vandret stykke, dvs. hvis'M er et plastisk materiale med en "god
flydeevne", vil kﬁrven for TM indeholde et langt stykke med en
ringe krumning. Forskellen msllem hk#=ldningen midt pa dette stykke
og haldningen af tangenten gennem origo bliver hermed mindre.
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Det er meningen, at modellen gennem kurven Ty pa figur 15.2.1a
skal representere et plastisk materiale, dvs. et med en mindre
variation i spandingerné end det virkelige materiale - Denne
mindrevvariation m& nedvendigvis medfere, at haldningen af kurven
TM varierer mindre end haldningen af kurven TV' Dette vil give en
foregelse af den maksimale haldning af Tv udover den nedre grznse,
Pt eller Pyae Alt i alt kan man

altsad, selv om det ikke er helt matematisk korrekt, slutte, at

der kan bevises at eksistere,

PV z PM, dvs. at modellens bzreevne er mindre end virkelighedens;
den giver altsad en vardi pA den sikre side. '

Gransetzjningen'for det plastiske stykke pa arbejdskurven skal
velges sa stor, si den normalt ikke overskrides. Der ber ogsa
tages hensyn til, at det vandrette stykke pd den plastiske kurve
far en rimelig langde i forhold til kurvens elastiske del, sa
modellen har en vis flydekapacitet. Hermed er nemlig opnaet en
model, hvor bzreevnen i praksis kan bestemmes ved hjalp af pla-
sticitetsteorien., Det er med andre ord muligt at beregne effek-
tivitetskoefficienten, v, som forholdet mellem maksimalspendin-
gerne p& kurverne for &M g Oy. ‘

15.3 Effektivitetsfaktoren for beton

Sztningen fra det forrige afsnit skal nu anvendes p& beton. Som
den virkelige arbejdskurve benyttes en kurve, som er fundet af
Wang, Shah og Naaman pé grundlag af trykforseg pd sm& cylindre
op til 6°/oo tejning. Forsegene er refereret i [78.13. Ved
regression er fundet en kurve for hver verdi af betontrykstyrken.
De er ogsa behandlet i [83.1], hvor der er indfert en lille &n-
dring af de statistisk fastlagte arbejdskurver.

P& figur 15.3.1 er vist en arbejdskurve for normalvagtbeton med
cylindertrykstyrken fc = 40 MPa, kurve 1. Der er ogsd vist den
"trapez-formede" arbejdskurve, kurve 2, som op til en tejning pa
g = 60/00 afgrenser det samme areal under kurven som kurve 1.
Den tilherende v-vardi er 30 MPa/40 MPa = 0.75. Beregnes v p&
denne made for forskellige veardier af fC og Eg’ fas de kurver,
der er vist pd figur 15.3.2.

Kurverne falder med stigende betontrykstyrke, da arbejdskurverne
for de starke betoner falder relativt hurtigere efter passagen af
toppunktet end arbejdskurverne for de svagere betoner.

Oc

MPa

L0

30

20

/ | N

10

1 2 3 4 S 6

Figur 15.3.1 Analytisk betonarbejaskurve, rurve
"og tilsvarende line®r elastisk, perfekt

plastisk arbejdskurve, kurve 2.
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Figur 15.3.2

Effektivitetsfaktoren v som en funktion

af fc og sg. Den punkterede kurve er

fra [79.2].
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Hvilken gransetejning er nu den rigtige? Dette er ikke let at
svare pa, men i nogle forsey, som er refereret i [67.11, blev
der milt trykteijninger i beton pa op til 8 /oo i kroppen pa
nogle betonbj=zlker, som blev belastet til forskydningsbrud.
Miélingerne blev afbrudt inden bruddet.

Resultaterne kan ogsa sammenlignes med en empirisk bestemt y-
funktion. I [79,2] blev v bestemt for forskydningsstyrken af
betonbj=zlker uden forskydningsarmering. I en af forsegsserierne
[62.11 var betontrykstyrken den eneste parameter, der blev vari-
eret. I E79.2].gav dette v-funktionen v = 3.2/vf;, hvor £, skal
indsattes i enheden MPa. Betonstyrken 1l& mellem 13 09'43 MPa,
Denne funktion er indtegnet punkteret pa figur 15.3.2. Det ses,
at den giver nogenlunde den Samme variation af v med fc,'og at
den svarer. til en’ gransetejning pi ca. 10 O/oo.

Som det fremgar af bl.a. [78.11, [79.2] og [83.11, afhanger
effektivitetsfaktoren ogsj af andet end betonstyrken, bl.a. af
armeringsmzngden. Den kan derfor ikke forventes, at der alene
ud fra betonstyrken kan findes andet end nogle kvalitatjive
sammenhmnge ©g relative overensstemmelser méd andre v-besterni-
melser. Det er imidlertid vist helt tydeligt, at betonens ar-
bejdskurves form er en vesentlig grund til, at der mé anvendes
en reduktionsfaktor pd betonens cylinderstyrke,

. Effektivitetsfaktorens afhengighed af betontrykstyrken er ogsd

tydeligt forklaret gennem 2ndringen af -arbejdskurvens form. I,
praksis kan effektivitetsfaktoren ddg nzppe bestemmes uden et
narmere kendskab til den aktuelle konstruktion.
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16. Normalitetsbetingelsen

16.1 Indledning

Opfyldelsen af normalitetsbetingelsen er formentlig af mindre
vigtighed end flydekapaciteten, dvs. eksistensen af det i ka-
pitel 15 behandlede vandrette flydeniveau p& materialernes
arbejdskurve. Her skal dog alligevel knyttes nogle bemzrkninger
til problemet.

Flydeloven for et plastisk materiale er den betingelse, der fast-
lzgger de mulige plastiske deformationer ved flydning. Normali-
tetsbetingelsen, eller den associerede flydelov, som den ogsa
kaldes, er ét eksempel pa en flydelov. Den siger i den generelle
Plasticitetsteori, at den plastiske tejningstilvakstvektor skal
sta vinkelret pd flydefladen Og vare rettet ud af denne, jvf.
kapitel 2. Normalitetsbetingelsen er en vigtig flydelov, fordi den
muligger bevis af evreverdi-, nedrevardi- og entydighedssétninger—
he. Hvorvidt et givet materiale i virkeligheden tilfredsstiller
normalitetsbetingelsen er dog en anden sag.

For et isotropt Coulomb-materiale betyder normalitetsbetingelsen,
at hovedretningerne for spandingerne og tejningerne (egentlig ge
plastiske tejningstilvazkster) skal vere sammenfaldende, samt at
der ved flydning bliver en vis dilatation (volumenforegelse), se
f.eks. formel (3.13).

Det er meget vanskeligt at mdle tejninger i beton ved brud. Tej-
ningerne‘kaﬁ vare meget ujavnt fordelt, og det kan vere umuligt
at vide pA forhand, hvor "brudzonen" i en given preve opstar.
Endvidere er flydeevnen meget lille, hvad der ger preven ustabil
ved brud. bet er derfor vanskeligt at eftervise, at normalitets-
betingelsen g=lder, f.eks, for tejningstilvaksterne, nir den
maksimale spznding nas.

Man har foretaget m3linger af sammenhesrende lengde~ og tvar-
deformationer for betoncylindre udsat for trykbelastning p& ende-
fladerne. Heraf har man set, at tvardeformationerne vokser kraf-
tigt, nAr belastningen narmer sig brudlasten. Der sker hermed en
vis volumenudvidelse i betonen, nar spandingen narmer sig trykbrud.
Dette tyder pd, at normalitetsbetingelsen kan vare opfyldt. Der
findes dog n#ppe noget egentligt forsegsmassigt bevis herfor.
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I de geoﬁekniske materialer, sand og ler, og de pulvermaterialer,
der opbevares i siloer, er det lettere at mile de plastiske tej-
ninger, da disse materialer har en langt sterre flydeevne., Det
viser sig her, at der i nogle tilfzlde opnds en begrznset dila-
tation (i andre endda en volumenformindskelse), oy derefter
foregdr flydningen med stort set konstant volumen. Disse mate-
rialer er altsi maske nok plastiske materialer, men de af dem,
der har en friktionsvinkel sterre end nul, har en anden flydelov
end normalitetsbetingelsen.

Spergsmilet er nu, hvordan flydeloven pavirker bmreevnen. Af den
generelle plasticitetsteori folger, at bzreevnen ikke kan vare .
sterre, end den ville vare med normalitetsbetingelsen. Et ideelt
Plastisk materiale med normalitetsbetingelsen som flydelov har -
nemlig den sterste bzreevne, man kan tanke sig med en given brud-
flade for materialet.

Ud fra geometrien og de plastiske egenskaber alene kan der
muligvis angives flere forskellige spzndingstilstande med til-
herende plastiske tejninger, som giver forskellige vardier af
belastningen. Den af disse, der angiver bazreevnen, karn ikke val-
ges uden kendskab til belastningsforlebet. For at bestemme bzre-
evnen kan det derfor vare nedvendigt at kende de elastiske egen~
skaber og felge hele belastningsforlebet beregningsmzssigt gennem

elastiske og elastisk-plastiske tilstande, til der n&s en mekanisme.

Hermed er s& store dele af konstruktionen blevet plastiske, at
ubegranset deformation kan ske uden @ndring af spgndingerne.‘na
belastningen heller ikke @ndres, er bareevnen naet.

Der kan angives en s®tning, som giver mulighed for bestemmelse af
sikre vaerdier af bzreevnen afhangigt af flydeloven. Disse nedre—
verdier vil i visse tilfalde vere meget pa den sikre side. .

I hvert punkt pd flydefladen indlagges normal- (hyper-)planer til
alle de mulige tejningsvektorer. Disse planer afgrznser mAske en
ny flade, som er indeholdt i den oprindelige flydeflade. Med. denne
nye flade som flydeflade og normalitetsbetingelsen gmldende kan

der beregnes nedrevardier for bzreevnen. Enhver af disse nedre--
verdier er ogsi nedrevardi for den virkelige konstruktion med

sin flydebetingelse og flydelov. Der er altsi konstruerét en sikker
flydeflade, som kan anvendes sammen med normalitetsbetingelsen.

- 243 -

Beviset for satningen bygger pa, at det indre arbejde ved en
plastisk deformation i det virkelige materiale aldrig kan
blive mindre end det, der beregnes med den reducerede flyde~
flade og normalitetsbetingelsen.

I [77.1] er i afsnittet "Bemmrkninger om friktionsproblemer"
angivet nogle sztninger til vurdering af bareevnen af konstruk-
tioner, hvor normalitetsbetingelsen ikke gelder. Disse kan alle
indeholdes i dels den netop beskrevne generelle nedrevardismt-
ning, dels den tidligere navnte konstatering, at bmreevnen
aldrig kan blive sterre, end den ville vare, hvis normalitets-
betingelsen gjaldt.

16,2 Eksempler

Hvornar har flydeloven indflydelse pa bzreevnen?

Behandlingen indledes med et eksempel, nemlig forskydningsstyr-
ken af armeret beton. P4 figur 16.2.1 er vist et betonprevelegeme
udformet siledes, at bruddet ved den viste belastning forleber
langs den forskydningspavirkede lodrette linje midt i provelege-
met. Denne linje kan fer prevningen ligge i intakt beton, i et
stwbeskel, eller betonen kan her vare spaltet ved et koncentreret
tryk langs linjen vinkelret pi den viste plan. Brudsnittet skares
af en armering, der her kun antages at kunne overfere aksiale
krefter. Der ses altsd bort fra dornvirkningen. Armeringen er
forankret godt p& begge sider af brudsnittet.

Ved bruddet vil betonen overfere en forskydningssp=nding, som er
givet af Coulombs flydebetingelse

T =Cc - ¢ tang (16.2.1)

Her er ¢ og y de styrkeparametre, der gxlder for netop denne flade
afhangigt at dens forbehandling, Modholdsspandingen o kommer fra
armeringen.

Hvis dilatationsvinklen (den vinkel med brudfladen, hvorunder de
to dele fjerner sig fra hinanden) er nul, sker der teoxétisk ingen
forlangelse af armeringen. Den vil da ikke flyde, og o vil vare
ubestemt. Ifelge den ideelle plasticitetsteori er dilatationsvink-~
len lig med friktionsvinklen. Armeringens forlangelse er da tang

gange forskydningen. Da érmeringen nu flyder, kan modholdet bestemmes.
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*”Hfhw

Figur 16.2.1 Provelegeme til bestemmelse af forskydnings-
styrken af armeret beton.

Kaldes den geometriske armeringsgrad af brudsnittet ¢, ©9 armerin-
gens flydespanding fy, fas ’

T =cCc + wafy tang (16.2.2)

Hvis dllatatxonsv1nklen er mindre end ¢, men stadiy posiviv,
flyder armeringen stadig, omend forlmzngelsen er mindre end for.
Der skal derfor indsattes den samme vardi af ¢ i (16.2.1), og
bereevnen bliver stadig bestemt af (16.2. 2),

Hvis brudsnittet forud for bruddet er svagere end den omkring-
liggende beton, vil bruddet ske med flydning kun i brudsnittet

.09 ikke i den omkringliggende. beton. Lesningen vil da vere (16.2.2).

Hvis bruddet sker i homogen beton, er der imidlertid den mulighed,
at brudsnittet er drejet en vinkel v med sliplinjerne. Denne vwinkel
omtales narmere senere i dette afsnit. Den ligger mellem nul ag
friktionsvinklen. Betragtes spandingerne i Mohr's plan, se figur
16.2.2, sker der den &ndring, at spandlngspunktgt S flyttes til

5'. Bzreevnen ifwelge formel (16.2.1) eller (16.2.2) bliver da re-
duceret ved multlpllkatlon med forholdet mellem tangens tll de
viste vinkler ¢’ og w. (16.2.2) 2ndres hermed til
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T = (c cotety,f,) =Syod cos (9=2v) ~ (16.2.3)

1-sing sin (¢=2v)

Figur 16.2.2 Flytning af spzndingspunkt ved drejning af
sliplinjeretningen i forhold til brudretningen.

Konklusionen er altsd, at nar blot der sker en vis dilatation,

' £&4s den fulde virkning af armeringen. Hvis brudsnittet er et

svagt snit i betonen, er bzreevnen den samme, som den ville vere,
hvis normalitetsbetingelsen gjaldt. Her skal dilatationen altsa
kun fastl=zgge det kvalitative i bruddet, hvorefter det er "sta-
tisk bestemt”. Hvis bruddet sker i homogent materiale, kan der
dog ske en reduktion af bareevnen pa& grund af, at de snit, hvor
spandingerne opfylder flydebetingelsen, er drejet i forhold til
brudsnittet. '

Deformationerne ved bruddet afhanger naturligvis af dilatations-
vinklen. Tverudvidelsen bliver forskydningen p& langs multipliceret
med tangens til denne vinkel.

I det folgende skal det nazvnes, i hvilke tilfazlde flydeloven kan
have indflydelse pa de i denne rapport behandlede problemer.

Ved udledningen af sliplinjefelterne i kapitel 4 og 5 er kun be-
nyttet betingelser til spandingerne, nemlig ligevagtsligningerne
og flydebetingelsen. Disse felter er derfor vafhangige af flyde-
loven.

Ved bestemmelse af tejninger og flytninger m& man kende dilatations-
vinklen. Denne kan defineres ved plan deformationstilstand analogt
med friktionsvinklen som den vinkel, hvormed vinklen mellem tej-
ningskarakteristikkerne afviger fra en ret vinkel, positiv, nar
der ved flydning sker en volumenforegelse og negativ ved en volu-

menformindskelse. Tejningskarakteristikkerne er de linjer, hvis
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l=ngdeteining overalt er nul. Dilatationsvinklen ligger mellem
friktionsvinklen Qg nul.

* Man ma imidlertid ogsa vide, hvad der sker med kravet om sammen-
fald af hovedretninger for tejninger og spandinger. Hvis dette
kfav opretholdes, vil karakteristikkerne for spendinger og tej-
ninger aldrig falde sammen. (Spandingskarakteristikkerne i en
flydezone kaldes sliplinjer, jvf. kapitel 4).

Tejningsgranselinjer, dvs. linjer der afgrznser omrider med pla-
stiske tejninger fra omrader uden, ma nedvendigvis vere tzjnings;
karakteristikker. En flytningsdiskontinuitetslinje indferes s=d-
vanligvis som en meget smal zone med stor deformation. Denne zones
begrensningslinjer er ogsa tejningsgranselinjer. Nar zonens bredde
bliver forsvindende lille, bliver flytningsdiskontinuitetslinjen
derfor ogs& en tejningskarakteristik.

Hvis hovedretningerne for spendinger oy tejninger er sammenfaldende,
vil spandings- oy tajningskérakteristikkerne som navnt aldrig falde
sammen. Det betyder, at hverken tejningsgranselinjer eller flyt-
ningsdigkontinuitetslinjex er sliplinjer. Dette har bl.a. det para-
doksale resultat, at en flytningsdiskontinuitetslinje bliver "et
flydesnit uden flydespandinger". Da linjen ikke ef en slipliﬁje,

‘er det endvidere ikke langere muligt pa entydig made at bestemme
spendingerne langs linjen, dvs. RStter's 1igninger galder ikke
lzngere, jvf. kapitel 4.

Hvié der tillades en vinkel mellem de to s=t hovedretninger p&
halvdelen af differensen mellem friktionsvinklen og dilatations-
vinklen, bliver der mulighed for sammenfald.mellem sliplinjer og
tajningskarakteristikker, dog hejst i den ene retning (a- eller
b~linjen, se kapitel 4) ad gangen. Det er nu muligt, aE en flyt-
ningsdiskontinuitetslinje 0gsad bliver en sliplinje, men det tid-
ligere omtalte paradoks er stadig ikke udelukket. Tvertimod er
den mulige vinkel mellem flytningsdiskontinuitetslinjen og slip-
linjen fordoblet.

I visse tilfalde udger en flytningsgranselinje grznsen imod et
andet starkere materiale. Nar flytningsgranselinjen ikke er en
sliplinje, opfylder spzndingerne langs denne ikke flydebetingelsen,
men en anden svagere betingelse. Situationen bliver da den samme,
som hvis der i overgangen mellem de to materialer kun kunne over~
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feres spandinger, som opfyldte den svagere betingelse. Over-
gangen kan altsd komme til at virke, som om den var "delvis
ru", ogsa selv om den muligvis kan overfoere spzndinger, der
svarer til en fuldst®ndig forbindelse mellem de to materialer.

Disse "svagere snit”, som kan opstd pi grund af de foregede
deformationsmuiigheder, behever ikke at ligge ved gransen
mellem forskellige materialer. De kan ligge inde i en flyde-
zone i et homogent materiale. Materialet kan siledes tilsyne-
ladende¢ langs sine flydesnit £& en svagere flydebetingelse end
sin egentlige flydebetingelse.

I kapitel 7 behandles trykstyrken af lave trykprevelegemer. Ved
behandlingen benyttes, at der skal vaere flydning helt ind til
midten af preven, og at der skal vare en gransesliplinje herfra
og ud til den frie overflade.

Hvis graznselinjen for omréder med tejninger ikke l@ngere behever
at vare en sliplinje, behsver omraderne med tejninger ikke lan-
gere vare sa udbredte, og der bliver muligheder for deformation,
hvor en mindre del af preven deformeres. P& figur 16.2.3 er vist
nogle eksempler herpd, hvor dilatationen (ret drastisk) er sat
til nul. Den mindste nedvendige hejde af preven ses pa figur
16.2.3.d. Den er % b. Det er alts3 muligt, at bzreevnen ved h/b =
% kun er trykstyrken gange arealet. Ligesom lesningen med norma-
litetsbetingelsen giver en evre grznse for bsreevnen, er dette
ogsid kun en nedre granse for den. Hvad bzreevnen faktisk er, kan
som tidligere navnt ikke afgeres alene ud fra de plastiske egen-

skaber.

I kapitel 8 og 9 behandles spaltning og hjerneafbrzkning. Les-
ningen ses pa figur 8.3.1. Der synes ikke at vere muligheder for
at indskraznke omraderne med deformationer, hvorfor bazreevnen er

uafhangig af flydeloven.

Kapitel 10 handler om forankring. En af de principielle lesninger
ses pd figur 10.2.2. Heldningen af den midterste gransesliplinje
er bestemt af, at de to dele ékal kunne translateres uden en sam-
tidig fijernelse fra hinanden. Med en dilatationsvinkel, som er
mindre end friktionsvinklen, bliver detté muligt for en fladere
gransesliplinje. Sliplinjefelterne ved_fugens ender bliver herved

mindre, og bazreevnen formindskes.
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Figur 16.2.3..a.Trykprevelegeme, h/b = 2, v = 37° ped
losningen indtegnet (sliplinjefelt). p, Deformation med
normalitetsbetingelsen. q.. - f. Deformationer uden dila-
tation. ¢. og 4, Flytningsdiskontinuitetslinje. e. og f£,
Zon?brud. €. 09 e. Sammenfaldende hovedspandings- og
-tejningsretninger., 4. og f. Drejede hovedtzjningsretninger.

HY1§ granselinjen mellem de to stive legemer stadig er en slip-
linje, svarer bareevnen til bzreevnen af den P& fiqur 10.2.3.

konstruktion med en positiv vinkel v. Hermed fis en sammenhang
mellem de p& =zamme figur viste krafter P

viste

' : 1 ©9 P2, som'er den samme,
som hvis normalitetsbetingelsen gjaldt. De p3 figur 10.2.5 viste
flydeflader galder altsa stadig, men de tilherende tejninger.er
anderledes.
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I kapitel 11 om murvark bygger lesningen i enderne af fugen pa
legsningerne fra kapitel 7. En svazkkelse her kan betyde en staerre
udstrazkning af forankringszonen og dermed en lidt mindre bzre-
evne. Formindskelsen er dog ret ringe, medmindre forankrings-

zonerne er meget store.

I kapitel 12 og 13 om propudpresning og silotryk presses et
medium ud mellem nogle stillestiende vegge. Ifwlge normalitets-—
betingelsen fas en dilatation, som newdvendigger, at hele mediet
ervi flydning. Hvis imidlertid dilatationen langs vaggen er nul,
er det muligt, at udpresningen sker uden deformation af store
dele af mediet. I et sadant tilfzlde kan friktionsbidraget til
bzreevnen ikke beregnes ved hj=lp af plasticitetsteorien, da
trykket p& vaggen ikke kendes. Der kan kun angives nogle granser
for trykket, aktivt og passivt tryk, se afsnit 13.2.

16.3 Konklusion

Hvis flydeloven for et plastisk materiale ikke er normalitets-
betingelsen, kan bzreevnen vare formindsket. Den kan i visse
tilfelde ikke lazngere findes ved blot at betragté materialernes
plastiske egernskaber.

Om de konkrete bareevneproblemer kan man sige, at nogle afhanger
af flydeloven, mens andre ikke ger det. Som et princip for, hvor-
ndr flydeloven har indflydelse pa bzreevnen, kan man sige, at jo
mere en opgave er statisk bestemt, jo mere er bareevnen uafhangig
af flydelovén. Dette gzlder ogsa, hvis de "kritiske" snit er f£a g
lette at udpege, jemvnfer eksemplet med forskydningsstyrken af ar-
meret beton i afsnit 16.2. Omvendt gzlder det, at jo mere en opga-
ve er styret af f.eks. faste understetninger, dvs. jo mere den er
geometrisk bestemt, jo sterre indflydelse har flydeloven pa bare-

evnen.

Princippet begrundes saledes: I den geometrisk bestemte opgave
er der behov for en neje analyse af bevagelserne ved flydning,
sd her befyder de evt. foregede tejningsmuligheder meget. I den
statisk bestemte opgave er det tilstrazkkeligt at kende de kvali-
tative trazk i flydemekanismen for at bestemme b=zreevnen.
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17. Konklusion

I afhandlingen er angivet nogle plasticitetsteoretiske lesninger
Pad is@r todimensionale bereevneproblemer i beton. Ldsningerne
kan anvendes direkte i de aktuelle situationer. De tjener ogsa
til‘fremtidig inspiration for andre, som vil underswge lignende
problemer.

Lesningerne medvirker derudover til afklaring af, hvor langt man
med rimelighed kan anvende plasticitetsteorien. Det er her vist,
at nogle situationer, som ellers kun havde empiriske lesninger
eller skulle leses med stort EDB-udstyr og ikke line®re materiale-
egenskaber, kan leses med plasticitetsteorien og nogle fornuftigt
valgte styrkeparametre,

Nar man anvender en teori, hvis forudsztninger ikke alle er opfyldt,
kan teorien naturligvis ikke beskrive den fulde sandhed om det
behandlede problem. Dette betyder dog ikke, at teorien nedvendigvis
skal forkastes som ubrugelig. Hvis nemlig dens resultater stemmer
rimeligt godt med forseg, som er relevante for dens anvendelse,

kan den vare en udmzrket teknisk teori, og man kan have tillid til
dens forudsigelser, Dette er situationen for behandlingen af beton
som et plastisk materiale, .

I kapitel 15 og 16 er netop det problem béhandlet, at betonen ikke
er et ideelt plastisk materiale. Dette medferer, at betdnkonstruk-
tioner ikke helt opndr den bareevne, teorien forudsiger. Det er
imidlertid vist i disse kapitler, at det kun er nedvendigt at
foretage en begranset reduktion af styrképarametrene, for at man
kan stole pa lesningerne. Man kan have en positiv eller en negativ
holdning til dette problem.

Den positive holdning er den, at det blot skyldes, at betonens
pPlastiske styrke pd grund af den begrznsede flydeevne er mindre

end toppunktet pd arbejdskurven. Da man ikke kan male den plastiske
styrke direkte pa noget standardiseret prevelegeme, fastsattes den
som en vis brekdel af den styrke, arbejdskurvens toppunkt angiver.

Den negative holdning er, at plasticitetsteorien med de tilherende
forsegsbestemte effektivitetsfaktorer er en god mdde at lave empiri
pi. Man far nemlig nogle kvalitativt rigtige sammenhange mellem de
indgdende parametre, omend andre parametre kan mangle i behandlingen.

ba man, fer man udferer forseg, ud fra sin teoretiske viden

vil have en god formodning om resultatet, vil metoden vare
forsegsbesparende. Hvis resultaterne ekstrapoleres ud over det
interval, som er dakket af forseg, er plasticitetsteorien i
hvert fald langt bedre end den rene "curve-fitting". Plastici-
tetsteorien vil bl.a. kunne advare om opstaelsen af andre brud-

typer end dem, der var aktuelle ved forsegene.

Hvadenten man forholder sig positivt eller negativt i dette
spergsmal, er det forlangst vist, at plasticitetsteorien kan
bruges til bzreevnebestemmelse for betonkonstruktioner.
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18. Symbolliste

Symbol Betydning Henvisning
Kun almene symboler 'og symboler, der anvendes i flere kapitler,
er medtaget i denne liste. Y rumvagt. Indices angiver komposanter i (4.5)

specielle retninger

Symbol  Betydning Henvisning Y forskydningstejning 6.2

& flytningsdiskontinuitet (3.186)
AY ydre arbejde wved evrevardiberegning B.2 Ay specifik volumenforegelse (3.12)
¢ cobzsion . | (3.1 AV total volumenforagelse {3.14)
d specifik dissipation (3.9) £ lengdetejning, positiv som forlzngelse 3
D total dissipat}on (3.14) eqreyees hovedteininger, e, > e, > e 3
£, enakset trykstyrke (2 ¢) (3.2) 7 drejning af stift legeme (6.4.1.9)
ft - enakset trakstyrke (2 0) (3.3 2 forste hovedspandingsretning (4;3)
fy flydespanding 6.3 3 vaghzldningsvinkel 12.2
k k = Jisin ' (3.3) Y .

T-sing X krumning
11 tengde malt langs a-linje (4.8) by hjzlpestorrelse (3.10)
12 tengde malt langs b-linje 4-8) by forskydningskoefficient i propper og 12.2
r radius i sterste mulige Mohr'ske cirkel (4.1) siloer.
r afstand 9,2 1) hjzlpesterrelse . (3.10)
Iy hydraulisk radius 12.2 v effektivitetsfaktor . 15.2
r,e,z cylindriske koordinater - ‘ P - relativ trakstyrke p = ff 10.2
s abscisse til centrum for sterste mulige (4.1) - normalspanding, positiv som trak {3.1)
Mohr'ske cirkel, positiv som tryk,
s = - %(51 +0,) Uyr0,,03 hovedspandinger v, z T, Z aq (3.2)

u flytning 5.9 T forskydningsspanding (3.1)
v topvinkel i flydezone 6.4.2 ¢ friktionsvinkel (3.1
W tejningsenergi 15.2 . 0y , friktionsvinkel langs vag ‘ 5.1
X,Y,2Z kartesiske koordinater 1] zsgziggiziggel for spandingsdiskonti- 5.8
a vinkel mellem gensidig flytning og (3.16)

flytningsdiskontinuitetslinje positiv
som fjernelse

B relativ opfyldelse af flydebetingelse (4.4)
o, =0y
B = 2r
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